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1 はじめに

1.1 本修士論文の目的

本修士論文は福田氏，小松氏による共著論文 [2]の解説論文である．この論文では
pを p ≡ 1 (mod 16)を満たす素数としたときの，実 2次体Q(

√
p)の円分 Z2-拡大に

おける岩澤 λ-不変量について述べている．
岩澤健吉氏が 1959年に証明した岩澤類数公式とは，Zp-拡大K/kにおける中間体 kn

のイデアル類群の位数の p-部分について記述した公式である．この p-部分を表わす際
に用いられる不変量 µ,λ,νについて，それらがどのような整数になるかを調べること
は長らく研究されてきた．しかし一般にλ-不変量はµ-不変量に比べて調べることが難
しく，一般的な結果はまだほとんど得られていない．λ-不変量についてはGreenberg

予想と呼ばれる重要な予想が立てられており，Greenberg予想の解決を目標として研
究が進められている．

予想 1.1 (Greenberg予想). 有限次代数体 kが総実であるとは，kのQ上の共役体が
全て実数体Rに含まれることをいう．任意の総実代数体 kと任意の素数 pに対して，
µp(k) = λp(k) = 0である．

Greenberg予想に関しては任意の素数 pについて µp(Q) = λp(Q) = 0となることが
証明されているが，他には一般に証明された事実がない．しかし，以下の 2つの方法
がGreenberg予想の解決に有効であると考えられる：

(1) λに対してできるだけ小さい上限を求める，

(2) λ = 0となる具体的な場合を求める．

福田-小松 [2]ではこの (1),(2)の方法どちらに対しても新しい結果を与えている．
先ほど µ-不変量が λ-不変量よりも多くの結果が得られていると述べたが，µ-不変
量については岩澤の予想と呼ばれる予想が立てられており，それが部分的に解決され
ているのである．

予想 1.2 (岩澤の予想). 任意の有限次代数体 kと任意の素数 pに対して，µp(k) = 0

である．

岩澤氏はこの予想が kがGalois p-拡大の場合に成り立つことを示した．今回は 2次
体の円分Z2-拡大に対して λ-不変量を調べており，µ-不変量に対する岩澤氏の方法の
類似となっている．

1.2 記号の約束と一般的な定理の紹介

ここでは本論文内で用いる記号と定理の紹介をする．
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定義 1.3 (Euler関数). mをm ≥ 2なる整数とする．環 (Z/mZ)の乗法群 (Z/mZ)×

の位数 ](Z/mZ)×を，φ(m)で表わす．この φをEuler関数と呼ぶ．ただし，φ(1) = 1

と約束し，Euler関数 φは自然数全体に対して定義されていると考えることにする．

簡単に言えば，φ(m)とは 1 ≤ a < mを満たす整数 aの内，mと互いに素となるも
のの個数を表わしている．Euler関数の例としては，φ(10) = 4，φ(20) = 8，また，素
数 pに対し φ(p) = p− 1等が考えられる．
代数体Kに対し，その整数環をOK と表わすことにする．

定義 1.4 (整数基). Kを n次の代数体とするとき，その整数環OKは階数 nの自由加
群である．よって，あるOK の元w1, . . . , wnが存在して，

OK = Zw1 + · · ·+ Zwn

であって，かつOK の任意の元 αに対して有理整数 a1, . . . , anが一意的に存在して，

α = a1w1 + · · ·+ anwn,

と表わせる．このような {w1, . . . , wn}を代数体Kの整数基という．

上で定義した整数基より代数体の判別式が定義される．

定義 1.5 (代数体の判別式). K を代数体，{w1, . . . , wn}をK の整数基とする．さら
に，wiの n個の共役元をw

(1)
i , . . . , w

(n)
i と表わすことにする．このとき

DK =

∣∣∣∣∣∣∣
w

(1)
1 · · · w

(1)
n

...
...

w
(n)
1 · · · w

(n)
n

∣∣∣∣∣∣∣
2

と定義し，DK を代数体Kの判別式と呼ぶ．判別式DK はKの整数基のとり方によ
らずKのみにより定まり，また，0でない有理整数になる．

例 1.6. 2次の代数体Q(
√
−1)の整数環OQ(

√
−1)はZ[

√
−1]で，整数基は {1,

√
−1}と

なる．また，
√
−1の共役元は

√
−1と−

√
−1である．よってQ(

√
−1)の判別式は，

DQ(
√
−1) =

∣∣∣∣∣1
√
−1

1 −
√
−1

∣∣∣∣∣
2

= (−2
√
−1)2 = −4

となる．

本論文では代数体Kの単数群をO×
K と表わすことにする．

次に代数体の整数環における素イデアル分解について説明する．一般に代数体の整
数環では素元分解は成立しない．しかし，そのかわりに素イデアル分解が成立するの
である．代数体Kの有限個の元 α1, . . . , αnに対し，

OKα1 + · · ·+OKαn = {a1α1 + · · ·+ anαn| a1, . . . , an ∈ OK}

3



を α1, . . . , αnで生成されるKの分数イデアルといい，(α1, . . . , αn)と書く．分数イデ
アルと区別するため，OKのイデアルを整イデアルとよび，以降Kの分数イデアルを
単にKのイデアルとよぶことにする．また，OKの素イデアルをKの素イデアルとよ
ぶ．IKを 0でないKの分数イデアル全体とする．このとき IKの元A = (α1, . . . , αn),

B = (β1, . . . , βm)に対し，AとBの積を

AB = (α1β1, α1β2, . . . , α1βm, α2β1, . . . , αnβm)

と定義することにより，IKはAbel 群となる．IKをKのイデアル群という．代数体
の整数環はDedekind環なので，素イデアル分解の一意性が成り立っている．

定理 1.7 (素イデアル分解の一意性). Kを代数体，AをOKの 0でないイデアルとす
る．このとき，Aに対してOK の素イデアル P1, . . . , Pg，整数 e1, . . . , egが存在して，

A = P e1
1 · · ·P eg

g

と分解できる．この分解は素イデアルの順序を除いて一意的である．

特にAが整イデアルであることと，e1, . . . , egが全て非負整数であることは同値で
ある．
次に代数体の類数を紹介する．

定義 1.8. K を代数体，IK をK のイデアル群とする．このとき，K の 0でない単
項イデアル全体 PK = {αOk| α ∈ K×}は IK の部分群となり，IK の PK による剰余
群Cl(K) = IK/PKをKのイデアル類群，各剰余類をKのイデアル類とよぶ．また，
Cl(K)の位数 hK = ]Cl(K)をKの類数という．

類数とは素元分解がどれだけ成り立たないかを表わす数であり，hkが 1であること
とOK が単項イデアル整域であることは同値である．
次に代数体の整数環における素数 pの分解の様子を説明する．Aを素数 pの単項イ
デアル (p) = pOK としたとき，その分解を

(1.1) (p) = P
e1(P1/p)
1 · · ·P eg(Pg/p)

g

と表わし，Piを pの上の素イデアル，ei(Pi/p)を素イデアルPiの分岐指数とよぶ．ま
た，素イデアル分解 (1.1)を考えたとき，OK/PiはFpの有限次拡大となっており，そ
の拡大次数 fi = [OK/Pi : Fp]を素イデアル Piの次数という．

定理 1.9. Kを n次の代数体とし，素数 pで生成される単項イデアル (p) = pOKの素
イデアル分解が (1.1)で与えられているとする．各 Piの次数を fiとすると，

(1.2)

g∑
i=1

ei(Pi/p)fi = n

が成立する．特に，K/Qが Galois拡大のとき，e1(P1/p) = · · · = eg(Pg/p)，f1 =

· · · = fgが成立している．このとき 1 ≤ i ≤ gなる任意の iに対して全て一致してい
る ei(Pi/p)，fiをそれぞれ e，f とおくと，(1.2)より efg = nが成り立つ．
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定義 1.10. 素イデアル分解 (1.1)において，ei(Pi/p) = 1となる Piは不分岐であると
いう．1 ≤ i ≤ gなる任意の iについて不分岐であるとき，素数 pはK/Qで不分岐
であるという．Piが不分岐でないとき，つまり ei(Pi/p) > 1が成り立つとき，Piは
K/Qで不分岐であるという．

K/Qで pが分岐するかどうかを判定するには，次のDedekindの判別定理が有用で
ある．

定理 1.11 (Dedekindの判別定理). 代数体Kの判別式をDK とする．pがK/Qで分
岐することと，p | DKであることは同値である．したがってK/Qで分岐する素数は
有限個である．

例 1.12. 例 1.4より，DQ(
√
−1) = −4なので，Q(

√
−1)/Qで分岐する素数は 2のみで

あることが分かる．

次に 2次体における素数 pの単項イデアル (p)の分解を判定できるKronecker記号
を紹介する．

定理 1.13 (藤崎-山本-森田 [15]). mを平方因子を持たない整数，K = Q(
√
m)，DK

をKの判別式とする．このとき素数 pに対し，Kronecker記号
(

DK

p

)
を以下のように

定義する．

(1) pが奇素数のとき，
(

DK

p

)
は通常の Legendre記号と見なす．

(2) p = 2のとき，p ≡ 1 (mod 8)ならば
(

DK

2

)
= 1，p ≡ 5 (mod 8)ならば

(
DK

2

)
=

−1，2 | DK ならば
(

DK

2

)
= 0と定義する．

Kronecker記号の値により，(p) = pOK の素イデアル分解は以下のように定まる．

(A)
(

DK

p

)
= 1であることと (p)が完全分解すること，すなわち相異なるOK の素イ

デアル P, P ′が存在して (p) = PP ′となることは同値である．

(B)
(

DK

p

)
= −1であることと (p)が素イデアルで f = [OK/(p) : Fp] = 2であること

は同値である．

(C)
(

DK

p

)
= 0であることと (p)が完全分岐すること，すなわちOK の素イデアル P

が存在して (p) = P 2となることは同値である．

次に有限Abel p-群の p-rankを紹介する．

定義 1.14. pを素数，Aを有限Abel p-群とする．このときAに対しある正の整数 ai

が存在して，
A '

⊕
ai

Z/paiZ

と表わせる．ai ≥ 1を満たす iの個数，すなわち右辺の直和因子の個数を p-rankAと
表わす．
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最後に p-進単数基準について述べる．Kを代数体，QpをQpの代数的閉包，Cpを
p-進絶対付値に関してのQpの完備化とする．Cpから Cへの埋め込みを一つ固定す
ると，Kから Cpへの埋め込みを考えることはK から Cへの埋め込みを考えること
になる．r1, r2をそれぞれKのQ上の共役体で実共役体であるものの個数，複素共役
体の組の個数とし，r = r1 + r2 − 1とおく．KからCpへの埋め込みで実共役なもの
を σ1, . . . , σr1，複素共役なものを σr1+1, σr1+1, . . . , σr1+r2 , σr1+r2 とする．δiを σiが実
ならば δi = 1，σiが複素ならば δi = 2と定義する．ε1, . . . , εrをKの単数として，

RK,p(ε1, . . . , εr) = det(δi logp(σiεj))1≤i,j≤r

と定義する．

定義 1.15 (p-進単数基準). {ε1, . . . , εr}をK の単数基とする．このとき，Rp(K) =

RK,p(ε1, . . . , εr)と定義し，Rp(K)をKの p-進単数基準と呼ぶ．
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2 Zp-拡大の岩澤理論
この章ではZp-拡大の岩澤理論を紹介する．詳しい内容については [12]の 13節を参
照されたい．

2.1 岩澤類数公式

まず初めに代数体の Zp-拡大を定義する．

定義 2.1 (Zp-拡大). pを素数，Zpをp進整数環とする．有限次代数体kに対し，その拡
大K/kがZp-拡大であるとは，K/kがGalois拡大で，かつ位相群としてGal(K/k) '
Zpが成り立つことをいう．

Zpの閉部分群は {0}と pnZp (n ≥ 0)のみである．よってK/kを Zp-拡大とし，kn

を pnZpに対応するK/kの中間体とすると，

k = k0 ⊆ k1 ⊆ · · · ⊆ kn ⊆ · · · ⊆
∪
n≥0

kn = K， Gal(kn/k) ' Z/pnZ

となっている．
任意の代数体 kは少なくとも一つのZp-拡大を持つことが知られている．それは以
下に紹介する円分 Zp-拡大と呼ばれる拡大である．

例 2.2 (円分 Zp-拡大). pが奇素数であるとき，n ≥ 0に対して Q上 pn 次である
Q(ζpn+1)/Qの唯一の中間体をQ(n)とおく．p = 2の場合はQ(n) = Q(cos( 2π

2n+2 ))とお
く．このとき，

Q = Q(0) ⊆ Q(1) ⊆ · · · ⊆ Q(n) ⊆ · · · ⊆ Q∞ =
∪
n≥0

Q(n)，

Gal(Q∞/Q) = lim←−Z/pnZ ' Zp

が成り立っている．この拡大Q∞/Qを有理数体Qの円分 Zp-拡大という．
任意の有限次代数体 kに対しては，k∞ = kQ∞とおくと，Galois拡大の推進定理
より，

Gal(k∞/k) = Gal(kQ∞/k) = Gal(Q∞/k ∩Q∞) ' Zp

が成立し，k∞は kの円分Zp-拡大となる．ただし，中間体 knに関しては kn = kQ(n)

となるとは限らない．ある nに対してQ(n) ⊆ kとなる場合があり，このときは番号
がずれてしまう．

次に岩澤類数公式を紹介する．knのイデアル類群の唯一の p-Sylow部分群をAnと
おく．AnはGal(kn/k)が作用するので Zp[Gal(kn/k)]-加群となる．岩澤理論ではAn

を個別に考えるのではなく，各 nに対してのAnを一つのまとまりとして考えること
にその特徴がある．
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定理 2.3 (岩澤類数公式 [12]，1959). Anの位数を penとするとき，nに依存しない非
負整数 µp(K/k)，λp(K/k)および整数 νp(K/k)が存在して，十分大きな nに対して

en = µp(K/k)p
n + λp(K/k)n+ νp(K/k)

が成り立つ．

整数 µp(K/k)，λp(K/k)，νp(K/k)は素数 pとZp-拡大K/kによってのみ定まる定
数で，それぞれ岩澤 µ-不変量，岩澤 λ-不変量，岩澤 ν-不変量と呼ぶ．3つの岩澤不変
量の内，µ-不変量と λ-不変量の 2つは岩澤加群と呼ばれる加群の構造に深く関係して
いる．

2.2 Λ-加群の構造

Λを形式的冪級数環 Zp[[T ]]とおく．岩澤類数公式の証明は岩澤加群の構造を調べ
ることによってなされるが，後に示すように岩澤加群は Λ-加群とみなせる．そこで
この節ではΛ-加群の構造について説明することにする．
まず初めに Λの性質について述べる．Λは Noether環であるが Euclid環ではな
い．したがって一般に Λの任意の元同士での割り算はできないが，以下に紹介する
distinguished多項式による割り算は可能である．

定義 2.4 (distinguished多項式). P (T ) = T n+an−1T
n−1+· · ·+a0 ∈ Λがdistinguished

多項式であるというのは，p|ai (0 ≤ i ≤ n− 1)が成り立つことである．

例 2.5. p = 2のとき，任意の n ∈ Z≥1に対し (T + 2)nは distinguished多項式である．
また，pが奇素数のとき，(T + 1)p + p− 1は distinguished多項式となる．

定理 2.6 (割り算定理). P (T ) ∈ Λを distinguished多項式とする．このとき任意の
f(T ) ∈ Λに対し，q(T ) ∈ Λ，deg(r(T )) < deg(P (T ))なる r(T ) ∈ Zp[T ]が存在して，
f(T ) = q(T )P (T ) + r(T )の形に一意的に表わせる．

証明. [12]の Proposition 7.2を参照せよ．

定理 2.7 (Weierstrassの p-進準備定理). 任意の f(T ) ∈ Λ\{0}は，distinguished多項
式P (T ) ∈ Λ，U(T ) ∈ Λ×，µ ∈ Z≥0を用いて f(T ) = pµP (T )U(T )の形に一意的に表
わせる．この分解において µ(f) = µ，λ(f) = degP (T )とおき，それぞれ f(T )の µ-

不変量，λ-不変量とよぶ．

証明. [12]のTheorem 7.3を参照せよ．

定理 2.7の系として以下のことがわかる．

系 2.8. Λは一意分解整域であり，その素元は pと既約 distinguished多項式に限る．
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distinguished多項式はmonicであるため pでは割り切れない．したがって任意の
distinguished多項式は既約 distinguished多項式のみによって分解されることが分か
る．すなわち定理 2.7において．f(T )が distinguishedならば，µ = 0．
次にΛのイデアルについて説明する．ここで紹介する補題は岩澤類数公式の証明に
用いられる．

補題 2.9. (f(T ), g(T )) = 1，すなわち f(T ) と g(T ) が共通因子を持たないとき，
]Λ/(f(T ), g(T )) <∞．

証明. [12]の Lemma 13.7を参照せよ．

Λの素イデアルについては，以下の通り．

補題 2.10. Λの素イデアルは0，(p, T )，(p)，(P (T ))（ただしP (T )は既約distinguished

多項式）に限る．また，(p, T )はΛの唯一の極大イデアルである．

証明. [12]の Proposition 13.9を参照せよ．

(p, T )は単項イデアルでないのでΛは単項イデアル整域ではない．よってEuclid環
でないことが分かる．節冒頭でΛはEuclid環でないと述べた根拠は補題 2.10にある．

補題 2.11. f(T ) ∈ Λ，f(T ) /∈ Λ×ならば ]Λ/(f(T )) =∞．

証明. [12]の Lemma 13.10を参照せよ．

Λの性質を一通り紹介したので，次に Λ-加群の間に成り立つ擬同型の概念を紹介
する．

定義 2.12 (擬同型). M,M ′をΛ-加群とする．M がM ′に擬同型であるとは，Λ-準同
型M −→M ′が存在し，かつその kernelと cokernelが共に有限であることをいう．こ
の条件は有限Λ-加群A,Bが存在し，さらにΛ-加群の完全系列

0 −→ A −→M −→M ′ −→ B −→ 0

が成り立つこと，と言い換えることができる．MがM ′に擬同型であることをM ∼M ′

と表わすことにする．

注 2.13. 擬同型は反射律と推移律については成り立っているが，対称律は成り立た
ない．すなわち，M ∼M ′が成立してもM ′ ∼M とは限らない．

例 2.14. (p, T ) ∼ Λは成り立つが，Λ ∼ (p, T )は成立しない．

証明. 自然な写像 (p, T ) ↪→ Λを考えれば，(p, T ) ∼ Λが成立することは明らか．Λ ∼
(p, T )が成立するかどうかを考える．Λ ∼ (p, T )と仮定し，Λ-準同型ϕ：Λ −→ (p, T )

がϕ(1) = f(T ) ∈ (p, T )を満たすとする．このときϕ(Λ) = (f(T )) ⊆ (p, T )．(p, T )は
極大イデアルなので f(T ) /∈ Λ′である．よって補題 2.11より ]Λ/(f(T )) =∞なので，
](p, T )/(f(T )) =∞となる．したがって cokernelが無限となり矛盾する．以上により
Λ ∼ (p, T )は成立しないことが示された．
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次に有限生成Λ-加群の構造定理を紹介する．

定理 2.15 (Cohen). M を有限生成Λ-加群とする．このとき，

M ∼ Λr ⊕
( s⊕

i=0

Λ/(pni)

)
⊕
( t⊕

j=0

Λ/(Pj(T )mj)

)
が成り立つ．ここで，r, s, t, ni,mj ∈ Z≥0であり，P (T )は既約 distinguished多項式
である．この直和分解はM により Pj(T )の単元倍を除いて一意的に定まる．

ここでは証明の概略を述べる．詳細については [23]のTheorem 13.12を参照された
い．M は有限生成なので有限個の生成元 u1, · · · , unが存在する．λi ∈ Λに対し，

R =

{
(λ1, · · · , λn) ∈ Λn

∣∣∣∣ n∑
i=1

λiui = 0

}
とおくと，Rは Λn の部分加群であり，Λは Noether環より有限生成である．した
がって，

Λm φ−−−→ Λn −−−→M −−−→ 0

が完全系列となる準同型写像φが存在する．このφを標準基底に関して行列表示して，

T =

λ1,1 · · · λ1,n

...
...

λm,1 · · · λm,n


とおく．T をM の生成系 {ui}に関する行列という．T を基本変形を用いて対角化す
ることにより定理 2.15.が証明できる．以下にここで用いる基本変形を紹介する．

定義 2.16 (行列の基本変形). 行列 T に対し，以下の変形を基本変形とよぶ：

(A) 行同士，列同士は交換できる．

(B) ある行のスカラー倍を別の行に加える．列についても同様．

(C) ある行を単元倍する．列についても同様．

(1) T が行 (λ1, pλ2, · · · , pλn)を含むとき，この (λ1, pλ2, · · · , pλn)を (λ1, · · · , λn)と
し，その行を除く全ての行の第一成分を p倍する．つまり，

T =


α1 α2 · · · αn

...
...

...

λ1 pλ2 · · · pλn

...
...

...

β1 β2 · · · βn

 −→ T ′ =


pα1 α2 · · · αn

...
...

...

λ1 λ2 · · · λn

...
...

...

pβ1 β2 · · · βn


と変形する．　
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(2) T が pkで割れる行と列を持ち，かつその行と列が交差する成分が pk+1でわりき
れないとき，pkで割り切れる行 (pkλ1, · · · , pkλn)を (λ1, · · · , λn)に変形する．つ
まり，

T =


α1 · · · pkαj · · · αn

...
...

...

pkλ1 · · · pkλj · · · pkλn

...
...

...

β1 · · · pkβj · · · βn

 −→ T ′ =


α1 · · · pkαj · · · αn

...
...

...

λ1 · · · λj · · · λn

...
...

...

β1 · · · pkβj · · · βn


と変形する．

(3) T が行 (pkλ1, · · · , pkλn)を含み，p - λなる λに対し (λλ1, · · · , λλn) ∈ Rである，
すなわち

∑n
i=1 λλiui = 0を満たすとき，(pkλ1, · · · , pkλn)を (λ1, · · · , λn)に変形

する．つまり，

T =


...

...

pkλ1 · · · pkλn

...
...

 −→ T ′ =


...

...

λ1 · · · λn

...
...


と変形する．

六つの基本操作の内，(A)～(C)の三つは単項イデアル整域に対しても用いられる．
擬同型という概念が加わったことにより，操作 (1)～(3)が新たに必要となっているの
である．
有限生成Λ-加群M,M ′に対し，Λ-準同型 φ, φ′を

Λm φ−−−→ Λn −−−→M −−−→ 0

Λm φ′
−−−→ Λn −−−→M ′ −−−→ 0

ととるとき，M の生成系 {ui}に関する行列を T，M ′の生成系 {u′i}に関する行列を
T ′とおく．
定義 2.16.で紹介した六つの基本変形によって T を T ′に変形できた場合，T は T ′

に擬同型になることが証明される．

定義 2.17 (Weierstrass degree). f ∈ Λに対し，

degw f =

{
∞ µ(f) > 0のとき，

λ(f) µ(f) = 0のとき

を f のWeierstrass degreeとよぶ．
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また，Mの生成系{ui}に関する行列T = (λi,j)に対し，deg(k)(T ) = mini,j≥k degw λi,j

とおくことにする．

定義 2.18 (normal form). 行列 T が

(2.3) 　


λ1,1 · · · 0
...

. . .
... 0

0 · · · λr−1,r−1

∗ ∗

 =

(
Dr−1 0

A B

)

の形をしているとき，T は r − 1の normal formに入るという．ただし λk,kは distin-

guished多項式であり，かつ 1 ≤ k ≤ r− 1に対して deg(λk,k) = degw λk,k = deg(k)(T )

を満たすものとする．

補題 2.19. (2, 1)において，B 6= 0と仮定する．このとき T は基本変形を用いること
により，始めの r− 1個の対角成分は不変で，かつ rの normal formに入る行列 T ′に
変形できる．

証明. [12]の p.275のClaimを参照せよ．

以上で定理 2.15を証明する準備が整った．以下で証明を述べる．
M の生成系 {ui}に関する行列 T に対し，補題 2.19.を繰り返し用いることにより
行列

　


λ1,1 0

. . .

λr,r

A 0


を得る．ここでλj,jはdistinguished多項式であり，j ≤ rに対してdeg λj,j = deg(j)(T )

を満たす．また，割り算定理より行列の成分λi,jは多項式で，i 6= jに対してdeg λi,j <

deg λj,jと仮定してよい．
目標は T の対角化なので，A = 0を示したい．背理法を用いる．
ある i 6= jに対し，λi,j 6= 0と仮定する．このときdegw λj,jが最小であるから，p|λi,j

が成立する．したがって (λi,1, · · · , λi,r, 0, · · · , 0) ∈ Rは pで割り切れることが分かる．
今 λ = λ1,1 · · ·λr,rとおくと，各 λj,j は distinguished多項式なので λは pで割り切れ
ない．そして λj,juj = 0より

∑
j λ

1
p
λi,j = 0なので，(

λ
1

p
λi,1, · · · , λ

1

p
λi,r, 0, · · · , 0

)
∈ R

を得る．よって基本変形 (3)を用いることにより，ある jに対して p - λi,jとしてよい．
このとき

degw λi,j ≤ deg λi,j < deg λj,j = deg(j)(T )
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となるが，これは仮定に矛盾する．よって，A = 0となる．
以上により T の対角化

T −→


λ1,1 0

. . .

λr,r

0


が得られた．対角化された行列に対応するΛ-加群を考えると

Λn−r ⊕ Λ/(λ1,1)⊕ · · · ⊕ Λ/(λr,r)

となる．基本変形 (2)によりΛ/(pk)という因子は取り除いていたのでそれを戻し，さ
らに λi,iを既約 distinguished多項式の積に分解して以下の補題を適用すると

M ∼ Λr ⊕
( s⊕

i=0

Λ/(pni)

)
⊕
( t⊕

j=0

Λ/(Pj(T )mj)

)
が得られる．

補題 2.20. f, g ∈ Λ，(f, g) = 1ならば，

(1) Λ/(fg) ∼ Λ/(f)⊕ Λ/(g)，

(2) Λ/(f)⊕ Λ/(g) ∼ Λ/(fg)，

が成り立つ．

証明. [12]の Lemma13.8を参照せよ．

2.3 岩澤類数公式の証明

この節では岩澤類数公式の証明を説明する．まず初めに必要な記号と類体論の結果
を紹介する．
K/kを Zp-拡大，Γ = Gal(K/k) ' Zp，γ0を Γの位相的生成元とする．
Lnを最大不分岐 Abel p-拡大とする．拡大 Ln/knが p-拡大であるとは，Galois群

Gal(Ln/kn)の位数が p冪であることをいう．Anを knのイデアル類群の p-Sylow部分
群とすると，類体論により

Xn = Gal(Ln/kn) ' An

が成り立っている．
L =

∪
n≥0 Ln，X = Gal(L/K)とする．各nに対し，Lnの最大性よりLn/kはGalois

拡大となる．よって L/kもまたGalois拡大である．G = Gal(L/k)とおく．
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記号の準備ができたので証明の指針を述べる．
始めにXが Γ-加群であることを示し，それによりΛ-加群になることを示す．その
後有限生成であることを示し，前節の内容を用いてXがねじれ加群，すわなちΛ/(pk)

と Λ/(P (T )k)の形のイデアルの直和に擬同型となることを示す．こうして得られた
Λ/(pk)とΛ/(P (T )k)の形の直和において，Xnに対応する n番目の層で何が起こるか
を計算し，各 nの結果をXに持ち上げることで定理が得られる．
最初の目標はX が Γ-加群であることを示すことである．まずは Zp-拡大における
分岐に関する命題を紹介する．

命題 2.21. K/kを Zp-拡大とする．

(1) K/kにおいて，少なくとも一つの素イデアルは分岐する．また，pの上の素イデ
アル以外は全て不分岐である．

(2) ある正の整数 eが存在して，K/keにおいて分岐する素イデアルは全て完全分岐
する．

証明. [12]の Proposition 13.2と Proposition 13.3を参照せよ．

議論を考えやすくするため，以下の仮定をおくことにする．後に仮定を外した場合
についても述べる．

仮定 2.22. K/kで分岐する素イデアルは完全分岐する．

この仮定は，命題 2.21(2)において常に e = 0ととれると主張している．仮定 2.22の
下で，K/kが不分岐拡大であるとすると，kの類数が無限になるので矛盾する．したがっ
て仮定 2.22を認めるとK/kは不分岐拡大にならない．よって kn+1

∩
Ln = knとなる．

したがって，Xn = Gal(Ln/kn) ' Gal(Lnkn+1/kn+1)が得られた．Gal(Lnkn+1/kn+1)

はXn+1の商であるから，写像Xn+1 −→ Xnが存在し，これはイデアル類群における
An+1 −→ Anのノルム写像に対応している．各 nに対して kn ⊆ Lnが成り立っている
ので，K ⊆ Lである．このことより

L =
∪
n≥0

Ln ⊆
∪
n≥0

LnK ⊆ L

が従うので，L =
∪

n≥0 LnKが成り立つ．よってXn = Gal(Ln/kn) ' Gal(Lnkn+1/kn+1)

より，

(2.4) lim←−Xn = Gal
((∪

≥0

LnK
)
/K
)

= Gal(L/K) = X

となる．
γ ∈ Γn = Γ/Γpn

= Gal(kn/k)とする．この γ を Gal(Ln/k)の元 γ̃ に拡張する．
x ∈ Xnに対して，γの xへの作用は γx = γ̃xγ̃−1 となっている．
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この作用がwell-definedであることを確かめる．γ̃1, γ̃2を γの二つの拡張とする．こ
のときある τ ∈ Gal(Ln/kn)が存在して γ̃1 = γ̃2τ となり，また，Gal(Ln/kn)はAbel

群なので τxτ−1 = xとなる．よって

γ1x = γ̃1xγ̃
−1
1 = γ̃2τx(γ̃2τ)

−1 = γ̃2τxτ
−1γ̃−1

2 = γ̃2xγ̃
−1
2 = γ2x

が成立する．したがって γxはwell-definedである．
以上によりXnはZp[Γn]-加群であることが分かった．XはX ' lim←−Xnであるから，

Xの元をベクトルの形 (x0, x1, · · · )のように表わし，その n番目の成分にZp[Γn]を作
用させることにより lim←−Zp[Γn]上の加群とみなせる．lim←−Zp[Γn] = Zp[[Γ]]と表わすこ
とにする．
XがΓ-加群であることを示したので，次にこれがΛ-加群になることを説明する．X
がΛ-加群になることは以下の定理より従う．

定理 2.23 (Serre). Zp[[Γ]] = lim←−Zp[Γn]，Λ = Zp[[T ]]とする．γ0を一つの固定した
Zp[[Γ]]の位相的生成元とすると，位相環としての同型

Zp[[Γ]]
∼−−→ Λ； γ0 7−→ 1 + T

が成立している．

証明. [12]のTheorem 7.1を参照せよ．

p1, . . . , psをK/kで分岐する素イデアル，p̃iを piの上のLの素イデアルとする．ま
た，Ii ⊆ Gを p̃iの惰性群とする．L/Kは不分岐拡大なので，Ii

∩
X = 1となってい

る．また，仮定 2.22よりK/kで piは完全分岐しているので，写像

Ii ↪→ G/X = Γ

は全射になる．よってこの写像は全単射であることが分かる．したがって，1 ≤ i ≤ s

なる任意の iに対し，G = XIi = IiXが成立する．上の写像で γ0に写る Iiの元を σi

とする．考えている写像は全単射で，また γ0は Γの位相的生成元なので，σiは Iiの
位相的生成元でなければならない．よって Ii ⊆ XIiより，ある ai ∈ X が存在して
σi = aiσ1が成り立つ．a1 = 1であることに注意する．

補題 2.24. Y0を {ai|2 ≤ i ≤ s}と (γ0 − 1)X = TX で生成されるX の Zp-部分加群
とする．

νn = 1 + γ0 + γ2
0 + · · ·+ γ0

pn−1 =
(1 + T )pn − 1

T

とおき，さらに Yn = νnY0とする．このとき任意の n ≥ 0に対し，

Xn ' X/Yn

が成立する．
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証明. [12]の Lemma 13.15を参照せよ．

次に，Xが有限生成（Λ-加群）であることを示す．

補題 2.25 (中山の補題). XをコンパクトΛ-加群とする．このとき，Xが有限生成Λ-

加群であることと ]X/(p, T ) <∞であることは同値である．

証明. [12]の Lemma 13.16を参照せよ．

この補題を用いて次の命題が得られる．

命題 2.26. Xは有限生成Λ-加群である．

証明. ν1 = (1+T )p−1
T

∈ (p, T )より Y0/(p, T )Y0 は Y/ν1Y の剰余群として表わせる．
Y0/ν1Y0 = Y0/Y1 ⊆ X/Y1 = X1が成り立ち，X1は有限生成であるから中山の補題よ
り Y0も有限生成となる．さらに，X/Y0 = X0も有限生成であるので，Xは有限生成
でなければならない．

以上によりXが有限生成Λ-加群であることが分かったが，ここまでの議論は全て
仮定 2.22の下に行われていた．仮定 2.22を外しても同様の結果が得られることを説
明する．
一般の Zp-拡大の場合，命題 2.21(2)よりある e ≥ 0が存在して，K/keの分岐する
素イデアルは全て完全分岐している．したがってK/keに対してはこれまでの議論が
そのまま成り立つ．
n ≥ eに対し，

νn,e =
νn

νe

= 1 + γpe

0 + · · ·+ γ0
(pn−e−1)pe

とおく．γpe

0 はGal(K/ke)を生成するので，これまで νnで考えていた部分は全て νn,e

として考えなければならない．また，Xの部分加群で，これまで Y0として扱ってい
たものに相当するものがあり，それを Yeとする．このとき，n ≥ eに対して，

Yn = νn,eYe， Xn ' X/Yn

が成り立つ．このときもX/Ye，Yeが共に有限生成であることからXが有限生成であ
ることが分かる．これで仮定 2.22を外しても同じ結果が得られたことになる．
一般の Zp-拡大についても有限生成 Λ-加群であることが示せたので，X の Λ-加群
としての構造を見ることにする．X/Yeは有限なので Ye ∼ X が成立していることに
注意する．Xに定理 2.15を適用すると，

(2.5) Ye ∼ X ∼ Λr ⊕
( s⊕

i=0

Λ/(pni)

)
⊕
( t⊕

j=0

Λ/(Pj(T )mj)

)
が成り立つ．V を (2.3)の右辺の直和因子の一つとして ]V/νn,eV を計算する．
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(1) V = Λの場合．

νn,e =
(1 + T )pn − 1

(1 + T )pe − 1

を計算すると，νn,eはdistinguished多項式になるのでΛの単元にはならない．よっ
て補題 2.11より ]Λ/(νn,e) =∞となる．しかしYe/νn,eYeは全て有限なので，r = 0

でなければならない．よって (2.3)の右辺にΛは現れない．以上でXはねじれ加
群となることが示された．

(2) V = Λ/(pk)の場合．

V/νn,eV = (Λ/(pk))/(νn,e(Λ/(p
k))) ' Λ/(νn,e, p

k)

が成立している．νn,eは distinguished多項式なので，割り算定理よりΛ/(νn,e, p
k)

の任意の元は，deg νn,e = pn − peより次数の低い多項式を pkを法として計算し
たものとして一意的に表わされる．よって c = −kpeとおくと，

]V/νn,eV = pk(pn−pe) = pkpn+c

と書ける．

(3) V = Λ/(f(T )m)の場合．g(T ) = f(T )m，d = deg g(T )とおく．f(T )は distin-

guished多項式なので，g(T )もまた distinguished多項式となる．よって T d ≡ p · (
多項式) (mod g(T ))と書くことができる．したがって k ≥ dならば，

T k ≡ p · (多項式) (mod g(T ))

と書ける．よって pn ≥ dなる nに対し，

(1 + T )pn

= 1 + p · (多項式) + T pn

≡ 1 + p · (多項式) (mod g(T ))

となる．上式より

(1 + T )pn+1 ≡ (1 + p · (多項式))p (mod g(T ))

≡ 1 + p2 · (多項式) (mod g(T ))

が成立する．ここで Pn(T ) = (1 + T )pn − 1とおくと，

Pn+2(T ) = (1 + T )pn+2 − 1

= ((1 + T )(p−1)pn+1

+ · · ·+ (1 + T )pn+1

+ 1) · ((1 + T )pn+1 − 1)

≡ (1 + · · ·+ 1 + p2 · (多項式)) · Pn+1(T ) (mod g(T ))

≡ (p+ p2 · (多項式)) · Pn+1(T ) (mod g(T ))

≡ p(1 + p · (多項式)) · Pn+1(T ) (mod g(T ))
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となる．1 + p · (多項式) ∈ Λ×なので，Pn+2(T )
Pn+1(T )

は V = Λ/(g(T ))において p · (単
数)と表わされる．そこで n0 ≥ eを pn0 ≥ dとなるようにとり，n ≥ n0と仮定す
る．このとき

νn+2,e

νn+1,e

=
νn+2

νn+1

=
Pn+2(T )

Pn+1(T )

が成り立つから，

νn+2,eV =
Pn+2(T )

Pn+1(T )
νn+1,eV = p · (νn+1,eV )

と表わされる．したがって n ≥ n0に対し，

(2.6) ]V/νn+2,eV = ]V/pV · ]pV/pνn+1,eV

となる．g(T )は distinguished多項式なので (g(T ), p) = 1であり，このことから
V における p倍写像は単射である．よって

]pV/pνn+1,eV = ]V/νn+1,eV

が導かれる．割り算定理より V/pV ' Λ/(p, g(T )) = Λ/(p, td)が得られているの
で，n ≥ n0に対し ]V/pV = pdとなる．よって (2.6)は

(2.7) ]V/νn+2,eV = pd · ]pV/pνn+1,eV

と表わされる．(2.7)を繰り返し用いることによって n ≤ n0 + 1に対し，

(2.8) ]V/νn,eV = pd(n−n0−1)]V/νn0+1,eV

が得られる．(2.8)の右辺が有限のとき，c = −d(n0 + 1)とおくと n ≤ n0 + 1に
対し，

]V/νn,eV = pdn+c

が得られる．(2.8)の右辺は無限になることもあるが，これは補題2.9より，(νn,e, g(T )) 6=
1の場合にのみ起こることが分かる．

以上をまとめると次の命題を得る．

命題 2.27. r, s, t, ki,mjを整数，fj(T )を distinguished多項式，gj(T ) = fj(T )mj

E = Λr ⊕
( s⊕

i=1

Λ/(pki)

)
⊕
( t⊕

j=1

Λ/(gj(T ))

)
とする．さらに µ =

∑s
i=1 ki，λ =

∑t
j=1 deg gj =

∑t
j=1mj deg fjとおき，任意の nに

対し ]E/νn,eE <∞と仮定する．このとき r = 0であり，ある n0 ≥ 0と整数 cが存在
して，

(2.9) ]E/νn,eE = pµpn+λn+c, n ≥ n0

が成り立つ．
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]E/νn,eEが得られたので，次に ]Ye/νn,eYeを求める．擬同型Ye ∼ Eが成立している
ので，]Ye/νn,eYeは ]E/νn,eEを用いて表わされるのである．次の命題により ]E/νn,eE

が求められる．

命題 2.28. Y,Eを Y ∼ E満たすΛ-加群で，n ≥ eなる nに対し Y/νn,eY が有限であ
ると仮定する．このとき，ある整数 b, n0が存在して，n ≥ n0に対して

]Y/νn,eY = pb · ]E/νn,eE

が成り立つ．

証明. Y ∼ Eなので，ある有限Λ-加群A,Bが存在して，完全系列

0 −−−→ A −−−→ Y
φ−−−→ B −−−→ B −−−→ 0

が成り立つ．この完全系列より可換図式

(2.10) 0 // νn,eY //

φ′
n

��

Y //

φ

��

Y/νn,eY //

φ′′
n

��

0

0 // νn,eE // E // E/νn,eE // 0

を得る．このとき，次の性質が成り立つ：

(1) ] kerφ′
n ≤ ] kerφ，

(2) ]cokerφ′
n ≤ ]cokerφ，

(3) ]cokerφ′′
n ≤ ]cokerφ，

(4) ] kerφ′′
n ≤ ] kerφ · ]cokerφ．

証明. (1) kerφ′
n ⊆ ] kerφより明らか．

(2) cokerφ′
nの元を νn,e倍すれば ]cokerφの元になるので明らか．

(3) Y −→ Y/νn,eY，Y −→ E/νn,eE が共に全射であることより cokerφの代表元が
cokerφ′′

nの代表元を与えるので成り立つ．
(4) snake lemmaより

0 −−−→ kerφ′
n −−−→ kerφ −−−→ kerφ′′

n
δ−−−→ cokerφ′

n −−−→ cokerφ −−−→ cokerφ′′
n −−−→ 0

は完全系列である．このとき，] kerφ′′
n ≤ kerφ · ]cokerφ′′

n が成り立つ．よって (3)が
適用でき，] kerφ′′

n ≤ ] kerφ · ]cokerφ が得られる．

次に，m ≥ n ≥ 0とすると次が成り立つ：

(a) ] kerφ′
n ≥ ] kerφ′

m，
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(b) ]cokerφ′
n ≥ ]cokerφ′

m，

(c) ]cokerφ′′
n ≤ ]cokerφ′′

m．

証明. (a) νm,e = νm,e

νn,e
νn,eより νm,eY ⊆ νn,eY が成立するので，kerφ′

m ⊆ kerφ′
n．

(b) νm,ey ∈ νm,eEとする．このとき，cokerφ′
nでの νn,eの代表元を z ∈ νn,eEとすると

ある x ∈ Y が存在して，νn,ey − z = φ(νn,ex)が成り立つ．この両辺を
νm,e

νn,e
倍すれば，

νm,ey −
νm,e

νn,e

z =
νm,e

νn,e

νn,ey −
νm,e

νn,e

=
νm,e

νn,e

φ(νn,ex)

= νm,eφ(x) = φ(νm,ex)

= φ′
m(νm,ex)

を得る．つまり，cokerφ′
nの代表元を

νm,e

νn,e
倍すると cokerφ′

mの代表元となる．したがっ
て (b)が成り立つ．
(c)は νm,eE ⊆ νn,eEより明らかである．

(1)-(4),(a)-(c) を用いることにより，] kerφ′
n,]cokerφ′

n, ]cokerφ′′
nは十分大きな nに

対して一定になることが分かる．さらに，snake lemmaを用いて，

] kerφ′
n · ] kerφ′′

n · ]cokerφ = ]cokerφ′
n · ]cokerφ′′

n · ] kerφ

が得られるので，] kerφ′′
nもまた十分大きなnに対して一定になることが分かる．よっ

て完全系列

0 −−−→ kerφ′′
n −−−→ Y/νn,eY −−−→ E/νn,eE −−−→ cokerφ′′

n −−−→ 0

を考えると，十分大きな nに対して，

]Y/νn,eY = ] kerφ′′
n · (cokerφ′′

n)−1 · ]E/νn,eE

= pb · ]E/νn,eE

が得られる．

今考えている Yeは命題 2.28の仮定を満たしているので，ある n1 ≥ 0が存在して，
n ≥ n1なる nに対して ]Ye/νn,eYe = pb · ]E/νn,eEと表わせることが分かった．以下
n1と命題 2.27における n0に対し，nを n ≥ max{n0, n1}を満たすようにとる．これ
までの結果をまとめると，

]An = ]Xn = ]X/νn,eYe

= ]X/Ye · ]Ye/νn,eYe

= pa · (pb · ]E/νn,eE)

= pa · pb · pµpn+λn+c

= pµpn+λn+(a+b+c)
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となるので，ν = a+ b+ cとおくと，十分大きな nに対し，

]An = pµpn+λn+ν

が得られる．以上で岩澤類数公式が証明された．証明の中で定義された µ, λ, νをそれ
ぞれ岩澤 µ-不変量，岩澤 λ-不変量，岩澤 ν-不変量という．µ, λは命題 2.27における
µ =

∑s
i=1 ki，λ =

∑t
j=1 deg gj =

∑t
j=1mj deg fj のことであり，Λ-加群X の構造不

変量としての意味を持っている．
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3 Q(
√
p)の円分Z2-拡大における岩澤λ-不変量

この章では福田-小松 [2]について解説する．
2章でも述べたように，岩澤不変量 µp(K/k)，λp(K/k)，νp(K/k)は素数 pとZp-拡
大K/kにのみ依存して定まる．一般に代数体 kの Zp-拡大は複数個存在しうるため，
各不変量に対し Zp-拡大 K/k を明示する必要がある．しかし円分 Zp-拡大は k に対
し唯一つ定まり，本章では円分 Zp-拡大のみを取り扱うので，以降各不変量を µp(k)，
λp(k)，νp(k)と表わすことにする．

3.1 主定理 1の紹介と証明の指針

初めに本修士論文の目的である主定理 1を紹介する．これはある種の実 2次体の岩
澤 λ-不変量について上界を与える定理であり，また，λ-不変量が 0になる場合につい
ても述べられている．

定理 3.1 (主定理1，福田-小松 [2]). pをp ≡ 1 (mod 16)を満たす素数，s = ord2(p−1)，
ε0をQ(

√
p)の基本単数，ε′0 = a+b

√
2pをQ(

√
2p)の基本単数，ここでa ∈ Z≥0，b ∈ Z

とする．このとき，Q(
√
p)の岩澤 λ-不変量に関する以下の判定法が成立する：

(1) a ≡ 1 (mod p)であれば，λ2(Q(
√
p)) ≤ 2s−2 − 3．

(2) a2 ≡ −1 (mod p)かつ ε2
0 6≡ −1 (mod 32)とする．ここで ε2

0 6≡ −1 (mod 32)と
は，OQ(

√
p)/32OQ(

√
p)の元として ε2

0 + 32OQ(
√

p) 6= −1 + 32OQ(
√

p)であることをい
う．このとき λ2(Q(

√
p)) = 0．

この節では主定理 1(1)について証明の指針を述べる．まずは準備として以下の記
号を用意する．
n ∈ Z≥0，αn = 2 cos(2π/2n+2)，Q(n) = Q(αn)とおく．Q(n)は円分体Q(ζ2n+2)の最
大総実部分体であり，その拡大次数は [Q(n) : Q] = 2nとなる．αn+1 =

√
2 + αnより

Q(n) ⊂ Q(n+1)となる．よってQ∞ =
∪∞

n=0 Q(n)とおくと，Q∞はQの唯一のZ2-拡大
となる．これはQの円分Z2-拡大と呼ばれる．

注 3.2. 例 2.2ではQに 2 cos(2π/2n+2)ではなく cos(2π/2n+2)を付加して円分Z2-拡大
を作っていた．ここで cos(2π/2n+2)に2をかけている理由は漸化式αn+1 =

√
2 + αnを

得るためである．この漸化式は補題3.27を証明する際に用いられるが，もしcos(2π/2n+2)

をQに付加して考えると漸化式は αn+1 =
√

1
2
(1 + αn)となり都合が悪い．

補題 3.3. αnはQ(n)の素元である．

証明. まず始めに円分体に関する以下の定理を用いる．

定理 3.4 (Neukirch[10]). pを素数，m = pn，ζmを 1の原始m乗根とする．このと
き，(1− ζm)はOQ(ζm)の素イデアルであり，pOQ(ζm) = (1− ζm)[Q(ζm):Q]が成り立つ．
つまり pはQ(ζm)で完全分岐する．
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定理 3.4をQ(ζ2n+2)に適用すると，素イデアル分解 2OQ(ζ2n+2 ) = (1−ζ2n+2)2n+1
が得

られる．Q(n)はQ(ζ2n+2)の部分体なので，2はQ(n)でも完全分岐する．よって 2の上
のQ(n)の素イデアルは 1つしかなく，それをP とおくことにする．2はQ(ζ2n+2)/Q(n)

でも完全分岐しているので，相対次数 f = [Q(ζ2n+2) : Q(n)] = 1である．よって，
(1− ζ2n+2)の相対ノルムNQ(ζ2n+2 )/Q(n)をとると，NQ(ζ2n+2 )/Q(n)((1− ζ2n+2)) = P が成
立している．実際にNQ(ζ2n+2 )/Q(n)((1 − ζ2n+2))を計算する．aの複素共役を aとあら
わすことにすると，

NQ(ζ2n+2 )/Q(n)((1− ζ2n+2)) = (1− ζ2n+2)(1− ζ2n+2)

= (1− ζ2n+2)(1− ζ−1
2n+2)

= 1− (ζ2n+2 − ζ−1
2n+2) + 1

= 2− αn

となり，P = (2− αn)が得られる．P = (2− αn)は 2の上のQ(n)の素イデアルなの
で，2 ∈ (2−αn)であり，よって (αn) = (2−αn)となる．したがって (αn)もまたQ(n)

の素イデアルになるので，αnはQ(n)の素元であることが分かった．　　　　　　　
　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　　

pを奇素数，k = Q(
√
p)，kn = k(αn)，k∞ = kQ∞ とおくと，k∞は kの円分Z2-拡

大となる．

注 3.5. 一般にはこのような中間体 knのとり方は成り立たない．それは nが条件とず
れてしまうからであるが，今回は以下の補題によりずれないことが分かる．

補題 3.6. k ∩Q∞ = Q．

証明. [k : Q] = 2なので k/Qの中間体は kかQのどちらかとなる．よって k∩Q∞ = k

またはQである．一方，Q∞/Qの中間体でQ上の拡大次数が 2以下のものはQ(1) =

Q(
√

2)かQのどちらかしかない．pは奇素数なのでk 6= Q(
√

2)である．よってk∩Q∞ =

Qが成り立つ．

Mnを 2の外で不分岐な knの最大 Abel 2-拡大，Lnを knの最大不分岐 Abel 2-拡
大とする．このときM∞ =

∪∞
n=1Mn，L∞ =

∪∞
n=1 Lnとおくと，M∞は 2の外で不

分岐な k∞の最大 Abel 2-拡大，L∞は k∞の最大不分岐 Abel 2-拡大となる．さらに
In = G(Mn/Ln)，I∞ = G(M∞/L∞)，X∞ = G(M∞/k∞)，X∞ = G(L∞/k∞)とおく．
通常，G(k∞/k)の 1つの固定した位相的生成元 γ と Λ = Z2[[T ]]の位相的生成元

1 + T を対応させることにより，X∞を Λ-加群とみなす．L∞/k∞はGalois拡大なの
で，G(M∞/L∞)はG(M∞/k∞)の正規部分群である．よって以下の同型が成り立つ．

G(M∞/k∞)/G(M∞/L∞) ∼= G(L∞/k∞)

この同型より以下の完全系列が得られる．

(3.11) 1 −→ I∞ −→ X∞ −→ X∞ −→ 1
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命題 3.7. X∞は有限生成自由 Z2-加群である．

証明. k = Q(
√
p)だから k(

√
−1)はQ上 biquadraticである．よって k(

√
−1)はQ上

Abelだから以下の Ferrero-Washingtonの定理が適用できる．

定理 3.8 (Ferrero-Washingtonの定理). Q上 Abelな任意の代数体 kと任意の素数 p

に対し，µp(k) = 0．

よって µ2(k(
√
−1)) = 0が得られる．一般に Zp-拡大K/kにおいて，µp(k) = 0で

あるとは，命題 2.27における (
⊕s

i=1 Λ/(pki))の部分が無いということであり，この部
分は Zp-加群としては巡回 p-群の無限直和と同型である．つまり µ-不変量はK/kか
ら定まるΛ-加群Xの無限部分に対応しているので，µ2(k(

√
−1)) = 0よりX∞は有限

生成であることが分かる．
また，X∞は有限な部分Λ-加群を持たない．これは以下の定理より得られる．

定理 3.9 (Greenberg[5]). K/kをZp-拡大，r2を虚な共役体の組の数，G = Gal(K/k)，
ΛGをGの Zp上の完備群環とする．さらにMK を pを割り切る素点の集合の外で不
分岐なKの最大 Abel pro-p-拡大体，XK = Gal(MK/K)とする．kがQ上 Abel拡
大ならば，XKはΛG-加群として rank r2を持ち，かつ自明でない有限部分ΛG-加群を
持たない．

今 k = Q(
√
p)なのでQ上Abelである．よって定理 3.9が適用できる．

λ(I∞)を I∞のZ2-rank，λ(X∞)をX∞のZ2-rank，λ(X∞)をX∞のZ2-rankとする．
短完全系列の rankに関する交代和は 0なので，(3.11)より

(3.12) λ(X∞) = λ(X∞) + λ(I∞)

が得られる．
定義より λ2(k) = λ(X∞)である．s ≤ 3の場合に対しては，以下の定理が知られて
いる．

定理 3.10 (尾崎-田谷 [11], 1997). pが以下の条件のいずれか 1つを満たすものとする．

(1) p ≡ 3 (mod 4)

(2) p ≡ 5 (mod 8)

(3) p ≡ 9 (mod 16)

(4) p ≡ 1 (mod 16)かつ 2
p−1
4 ≡ −1 (mod p)

このとき，λ2(Q(
√
p)) = 0．
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pは奇素数なので s ≥ 1である．よって 1 ≤ s ≤ 3の範囲で考えることにする．s = 1

とすると 2 | p− 1かつ 4 - p− 1．よって p = 1 + 2l (l ∈ Z)とあらわせ，4 - p− 1よ
り lは奇数である．l = 2l′ + 1 (l′ ∈ Z)とおくと p = 1 + 2(2l′ + 1)より p = 4l′ + 3．
よって p ≡ 3 (mod 4)となり定理 3.10(1)が適用できる．同様にして s = 2の場合は
定理 3.10(2)，s = 3の場合は定理 3.10(3)が適用でき，1 ≤ s ≤ 3なる任意の sに対
し，λ2(k) = 0であることが分かる．
よって以下 s ≥ 4であると仮定する．s ≥ 4は p ≡ 1 (mod 16)と同値である．
[8]のTheorem 1と [14]より s ≥ 2に対し以下の結果が得られている：

命題 3.11. λ(X∞) = 2s−2 − 1．

(3.12)，命題 3.11より，

(3.13) λ2(k) = 2s−2 − 1− λ(I∞)

が得られた．(3.13)より λ(I∞)の下界を求められれば λ2(k)の上界が得られることが
分かる．λ(I∞)を求めるには，写像 I∞ −→ G(Mn/Ln)を考え，I∞の像の 2-rankを
考えればよい．この写像は全射である．

3.2 pの上の素イデアルについて

この節でも s ≥ 4であると仮定して議論をする．
十分大きな nに対して，pの上の knの素イデアル piを考えることにする．この pi

が，λ-不変量の考察に重要な役割を果たすのである．まず始めに pの ks−2での素イデ
アル分解の様子を示す．

補題 3.12. Q(ζ2n)の判別式DQ(ζ2n )は，n = 2のときDQ(ζ22 ) = −4，n 6= 2のとき
DQ(ζ2n) = 22n−1(n−1)となる．

証明. 円分体の判別式に関して以下の定理を用いる．

定理 3.13. pを素数とすると，円分体Q(ζpn)の判別式DQ(ζpn )は，

DQ(ζpn ) = ±ppn−1(pn−n−1)，

ただし符号が− となるのは pn = 4または p ≡ 3 (mod 4)の場合に限る．

よって求める判別式DQ(ζ2n)は，n = 2のとき，

DQ(ζ22 ) = −222−1(4−2−1) = −4

n 6= 2のとき，
DQ(ζ2n) = 22n−1(n−1)

となる．
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補題 3.12よりQ(ζ2n)/Qで分岐する素数は 2のみであることが分かる．

補題 3.14. pはQ(s−2)で完全分解する．

証明. Q(s−2)はQ(ζ2s)の部分体なので，pがQ(ζ2s)で完全分解することを示せばよい．
以下の定理を用いる．

定理 3.15 (円分体の類体論). φをEuler関数とする．Q(ζm)において，pを p - mなる
素数，f を pf ≡ 1 (mod m)を満たす最小の正の整数とする．このとき pはQ(ζm)に
おいて g = φ(m)/f個の素イデアルに分解される．各素イデアルの次数は f．特に，p
がQ(ζm)において完全分解であることと，p ≡ 1 (mod m)であることは同値である．

上の定理において，m = 2sとすると sは p − 1を割り切る 2の最大のべきなので
p ≡ 1 (mod 2s)．よって pはQ(ζ2s)で完全分解する．以上で題意は示された．

補題 3.16. 任意の nに対し，pの上のQ(n)の素イデアルは kn/Q(n)で分岐する．

証明. kの判別式をDkとすると，p ≡ 1 (mod 16)より p ≡ 1 (mod 4)なのでDk = p

となる．Dedekindの判別定理より pは k/Qで分岐するので，kn/Qでも分岐する．同
様に補題 3.12と Dedekindの判別定理より Q(ζ2n+2)/Qにおいて pは不分岐なので，
Q(n)/Qで pは不分岐である．以上をまとめると，pは kn/Qで分岐かつQ(n)/Qで不
分岐なので，pの上のQ(n)の素イデアルは全て kn/Q(n)で分岐することが分かる．

命題 3.17. ks−2の相異なる素イデアル p1,p2,· · · ,p2s−2 が存在して，素イデアル分解
√
pOks−2 = p1p2 · · · p2s−2 が成立する．

証明. 補題 3.14より pはQ(s−2)で不分岐で完全分解する．よってその素イデアル分
解は

pOQ(s−2) = P1 · · ·P2s−2

となるので，分岐指数 e(Pi/p) = 1，Piの次数 f = [OQ(s−2)/Pi : Fp] = 1，素イデアル
の個数 g = 2s−2となる．補題 3.9より pは ks−2/Q(s−2)で分岐する．[ks−2 : Q(s−2)] = 2

なので，Piの上の ks−2の素イデアルを pi とすると，その素イデアル分解は，

pOks−2 = p2
1 · · · p2

2s−2

となる．すなわち分岐指数 e′(pi/p) = 2，piの次数 f ′ = [Oks−2/pi : Fp] = 1である．素
イデアルの個数は g′ = 2s−2となる．

√
pの ks−2での素イデアル分解を

√
pOks−2 = p′

1
e′′ · · · p′

g′′
e′′

とすると,両辺を 2乗して
pOks−2 = p′

1
2e′′ · · · p′

g′′
2e′′

となる．よって素イデアル分解の一意性より e′′ = 1, g′′ = 2s−2が得られる．したがって
√
pOks−2 = p1 · · · p2s−2

が成立する．
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命題 3.18. n ≥ s− 2なる任意の nに対し，piOkn は knの素イデアルとなる．

証明. 補題 3.16より pは kn/Q(n)で完全分岐するので，Q(n)での分解を考えればよい．
n ≥ s− 2に対し，pの素イデアル分解は

pOQ(n) = P1 · · ·P2s−2，

すなわち分岐指数 e(Pi/p) = 1，Piの次数 f = [OQ(n)/Pi : Fp] = 2n−(s−2)，素イデア
ルの個数 g = 2s−2であることを帰納法で示す．n = s− 2の場合は明らか．l ≥ s− 2

とし，n = lのとき成り立つ，すなわち e(Pi/p) = 1, f = [OQ(n)/Pi : Fp] = 2l−(s−2),

g = 2s−2と仮定する．
以下の定理を用いる．

定理 3.19 (円分体の類体論：最大総実部分体の場合). Q(ζm + ζ−1
m )において，pを

p - mなる素数，f を pf ≡ ±1 (mod m)を満たす最小の正の整数とする．このとき
pはQ(ζm + ζ−1

m )において g = φ(m)/f 個の素イデアルに分解される（φ は Euler関
数）．各素イデアルの次数は f．特に，pがQ(ζm + ζ−1

m )において完全分解することと
p ≡ ±1 (mod m)であることは同値である．

n = l + 1の時，pf ′ ≡ ±1 (mod 2l+3)を満たす最小の正の整数 f ′を探す．p ≡ 1

(mod 2l+3)と仮定すると，ord2(p− 1) ≥ l+ 3 ≥ s+ 1となり矛盾する．よって p 6≡ 1

(mod 2l+3)である．次に p ≡ −1 (mod 2l+3)と仮定すると，ある整数mが存在して
p = 2l+3m− 1とあらわせる．p− 1 = 2l+3m− 2として両辺の ord2をとると，

ord2(p− 1) = ord2(2(2l+2m− 1)) = ord22 + ord2(2
l+2m− 1) = 1 + 0 = 1

となるが，今 ord2(p− 1) = s ≥ 4と仮定しているので矛盾する．したがって f ′ 6= 1で
あることが分かった．今 p2l−(s−2) ≡ ±1 (mod 2l+2)なので，ある奇数mが存在して，
p2l−(s−2)

= ±1 + 2(l+2)mとあらわせる．両辺を 2乗すると，p2l−(s−2)+1
= 1± 2l+3m +

2(l+2)m
2
となる．よって f ′ = 2が得られた．以上よりn ≥ s−2なる任意のnについて

e(Pi/p) = 1, f = [OQ(n)/Pi : Fp] = 2n−(s−2), g = 2s−2であることが示された．g = 2s−2

より pはこれ以上分解しないので，piOkn も knの素イデアルである．

Q(s−2)の類数について，以下の定理を用いる．

定理 3.20 (岩澤 [6],1956). pを素数，kを有限次代数体，Kを kの p冪次巡回拡大と
し，K/kで分岐する素数がただ一つであるとする．このとき，kの類数が pと素なら
ばKの類数もまた pと素である．

定理 3.20より 2はQ(s−2)の類数を割り切らないので，ある奇数 tが存在して，pの
上にあるQ(s−2)の素イデアル Pi (1 ≤ i ≤ 2s−2)に対し，P t

i が単項イデアルになる．
この tに対し，piは ks−2/Q(s−2)で完全分岐するので，[ks−2 : Q(s−2)] = 2と併せて
p2t

i Oks−2は ks−2の単項イデアルとなることが分かる．
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[7, pp. 272,287]と [3]のLemma 3.3より得られる結果を紹介する．cl(pt
iOkn)をpt

iOkn

で代表される knのイデアル類，ρnを knのイデアル類群における部分群 〈 cl(pt
1Okn),

cl(pt
2Okn), . . . , cl(pt

2s−2Okn) 〉 の 2-rankとする．kはQ上Abel拡大なので, Ferrero-

Washingtonの定理より µ2(k) = 0となる．よって十分大きな nに対してイデアル類
群Cl(kn)の 2-rankが一定であり，また ρnもまた一定となる．より正確には，以下の
補題が成り立っている．

補題 3.21. ある整数N ≥ s− 2が存在して，n ≥ N なる任意の nに対してイデアル
類群Cl(kn)の 2-rankが一定であり，ρn = λ2(k)が成り立つ．

3.3 具体的な元から求める 2-rank

σをG(k∞/Q∞)の生成元，lnを 2の上の knの素イデアルとする．このとき ln 6= lσn
であり，また，補題 3.3の証明より，n ≥ 1に対し αnOknは knの 2の上の素イデアル
なので，lnl

σ
n = αnOkn が成立する．2の分解については以下の通り．

補題 3.22. knでの 2の素イデアル分解は 2Okn = lnlσn となる．

証明. 2はQ(ζ2n+2)/Qで完全分岐するので，Q(n)/Qでも完全分岐する．2の上のQ(n)

の素イデアルをP とおくと，2OQ(n) = P 2n
と表わせる．一方，Dk = p ≡ 1 (mod 16)

よりKronecker記号 (Dk

2
) = 1なので，2は k/Q上分解する．よって 2は kn/Q(n)で

分解する．[kn : Q(n)] = 2より P の上の素イデアルは 2つしかなく，その内の 1

つを ln とすると，G(k∞/Q∞)の生成元 σ を用いて POkn = lnlσn と表わされる（今
G(kn/Q(n)) = G(k∞/Q∞) = {1, σ|

√
5

σ
= −
√

5}である）．よって 2Okn = (lnlσn)2n
と

なる．

Enを整数環Oknの単数群，kn,lnを lnにおける knの完備化，O×
kn,ln
を整数環Okn,ln

の単数群，Un = O×
kn,ln
×O×

kn,ln
とする．今Enを単射準同型

ϕ：En 3 ε 7−→ (ε, εσ) ∈ O×
kn,ln
×O×

kn,ln

によって Unに埋め込む．以下の補題を用いる．

補題 3.23 (Washington[12]). Kを代数体，H をKの最大不分岐Abel 拡大，F を p

の外で不分岐な最大不分岐Abel 拡大とする．さらにEを整数環OK の単数群，pを
pの上のKの素イデアル，Kpを pにおけるKの完備化，OK,pをKpの整数環，O×

K,p

をOK,pの単数群とする．単射準同型

ψ：E 3 ε 7−→ (ε, . . . , ε) ∈
∏
p|p

O×
K,p

によってEを
∏

p|pO
×
K,pに埋め込む．このとき同型

G(F/H) '
(∏

p|p

O×
K,p

)
/ψ(E)

が成立する．ここで ψ(E)は
∏

p|pO
×
K,pにおける ψ(E)の位相的閉包である．
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補題 3.23を knに適用すると，同型

(3.14) G(Mn/Ln) '
(
O×

kn,ln
×O×

kn,lσn

)
/ψ(En)

が得られる．mnをQ(n)の素イデアル (αn)，Q(n)
mn をmnにおけるQ(n)の完備化とする

と，ln,lσnはmnの上のknの素イデアルであり，補題 3.22の証明よりmnはkn/Q(n)で完
全分解するので，同型Q(n)

mn ' kn,ln , Q(n)
mn ' kn,lσnが成立する．したがって kn,ln ' kn,lσn

よりO×
kn,ln
×O×

kn,lσn
' O×

kn,ln
×O×

kn,ln
であることが分かる．写像 f, gをそれぞれ

f : O×
kn,ln
×O×

kn,lσn
3 (ε, ε) 7−→ (ε, εσ) ∈ O×

kn,ln
×O×

kn,ln
，

g : ψ(En) 3 (ε, ε) 7−→ (ε, εσ) ∈ ϕ(En)

と定義する．f は同型写像である．このとき以下の可換図式が成り立つ：

(3.15) ψ(En) //

g

��

O×
kn,ln
×O×

kn,lσn

f

��
ϕ(En) // O×

kn,ln
×O×

kn,ln

(3.15)より，同型 (
O×

kn,ln
×O×

kn,lσn

)
/ψ(En) ' Un/ϕ(En)

が成り立つので，ϕ(En)をO×
kn,ln
×O×

kn,ln
における ϕ(En)の位相的閉包として，同型

(3.16)
(
O×

kn,ln
×O×

kn,lσn

)
/ψ(En) ' Un/ϕ(En)

が成立している．(3.14), (3.16)より，同型

G(Mn/Ln) ' Un/ϕ(En)

が得られる．

補題 3.24. (1,−1) ∈ Unは ϕ(En)に属さない．

証明. 背理法を用いる．knは総実代数体なので基本単数の個数は 2n+1 − 1個である．
よって ε1, ε2, · · · , ε2n+1−1を knの基本単数とする．(1,−1) ∈ ϕ(En)と仮定すると，あ
る 2-進整数 x1, x2, · · · , x2n+1−1が存在して，

(1,−1) = ±(ε1, ε
σ
1 )x1(ε2, ε

σ
2 )x2 · · · (ε2n+1−1, ε

σ
2n+1−1)

x2n+1−1

が成立する．よって両辺を 2乗して各成分に注目すると，

2n+1−1∏
i=1

εi
2xi = 1　かつ　

2n+1−1∏
i=1

(εi
σ)2xi = 1
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を得る．Q2を 2-進数体，γをG(kn,ln/Q2)の生成元とし，各成分に γを作用させると，
1 ≤ j ≤ 2nに対して

2n+1−1∏
i=1

(εi
γj

)2xi = 1　かつ　
2n+1−1∏

i=1

(εi
σγj

)2xi = 1

が得られる．それぞれ両辺の 2-進対数 log2をとると，

(3.17)
2n+1−1∑

i=1

xi log2(ε
γj

i )2 = 0　かつ　
2n+1−1∑

i=1

xi log2(ε
σγj

i )2 = 0

となる．(3.17)より

(3.18)



log2(ε
γ1

1 ) · · · log2(ε
γ1

2n+1−1)
...

. . .
...

log2(ε
γj

1 ) · · · log2(ε
γj

2n+1−1)

log2(ε
σγ1

1 ) · · · log2(ε
σγ1

2n+1−1)
...

. . .
...

log2(ε
σγj

1 ) · · · log2(ε
σγj

2n+1−1)




x1

x2

...

x2n+1−1

 =


0

0
...

0



が得られる．(3.18)左辺の一つ目の行列をAとおく．ここで Leopoldt予想に関する
結果を用いる．

予想 3.25 (Leopoldt予想). 任意の素数 pと任意の代数体Kに対し，Kの p-進単数基
準Rp(K) 6= 0であろう．

Leopoldt予想については，以下の結果が得られている．

定理 3.26 (Brumer[1]). 任意の素数 pに対し，代数体 K が Q上実 Abelであれば
Rp(K) 6= 0となる．

定理 3.26より detA 6= 0となるので，(3.18)より

x1 = x2 = · · · = x2n+1−1 = 0

が得られるが，これは (1,−1) = (1, 1)となり矛盾する．

(1,−1)は 2乗すると (1, 1) ∈ ϕ(En)となるので位数 2の元．同型 G(Mn/Ln) '
Un/ϕ(En)より (1,−1)に対応するG(Mn/Ln)の元σ′が唯一つ存在する．今全射I∞ −→
G(Mn/Ln)を考えるので，σ′に写るI∞の元が少なくとも1つ存在する．よってλ(I∞) ≥
1であることが分かった．
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3.4 主定理の証明

主定理の証明のため，いくつかの準備をする．
Wn = {u ∈ O×

Q2(αn)| u ≡ 1 (mod 4αn)}とおく．

補題 3.27. O×
Q2(αn) = 〈3〉O×

Q(n)Wn．

証明. 2の外で不分岐なQの最大 2-拡大はQ∞なので，2の外で不分岐なQ(n)の最大
2-拡大もまたQ∞である．よってG(Q∞/Q(n)) ' O×

Q2(αn)/O
×
Q(n) を得る．O

×
Q2(αn)/O

×
Q(n)

は位相群として 3O×
Q(n)で生成されるので，O

×
Q2(αn) = 〈3〉O×

Q(n)．WnはO×
Q2(αn)の開部

分群なので, 〈3〉O×
Q(n)Wnも開部分群である．位相群において開部分群は閉部分群でも

あるので 〈3〉O×
Q(n)Wnは閉部分群になる．したがって 〈3〉O×

Q(n) ⊂ 〈3〉O×
Q(n)Wnが成り立

つ．よってO×
Q2(αn) = 〈3〉O×

Q(n)Wnとなる．

補題 3.28. 任意の u ∈ Wnに対し，NQ2(αn)/Q2(u) ≡ 1 (mod 2n+3)．

証明. vnを正規化されたQ(n)の加法的 αn-進付値，γをG(Q(n)/Q)の生成元とする．
初めに 1 ≤ i ≤ 2n − 1に対し

vn(αγi

n − αn) ≤ 2n + 1

が成り立つことを nについての帰納法により示す．(γ2n−1
)2 = γ2n

= 1より，γ2n−1
の

位数は 2なので，αγ2n−1

n = −αnとなる．よって vn(αγ2n−1

n −αn) = vn(−2αn) = 2n +1．
よって n = 1のとき v1(α

γ
1 − α1) = 2 + 1 = 3．m < n，1 ≤ i ≤ 2m + 1に対して

vm(αγi

m − αm) ≤ 2m + 1と仮定する．α2
n = αn−1 + 2より，1 ≤ i ≤ 2n − 1，i 6= 2n−1

に対して vn(αγi

n + αn) ≥ 1であることに注意すると，

vn(αγi

n − αn) + vn(αγi

n + αn) = vn(α2γi

n − α2
n)

= vn(αγi

n−1 − αn−1)

= 2vn−1(α
γi

n−1 − αn−1) ≤ 2n + 2

が成り立つ．以上により 1 ≤ i ≤ 2n − 1に対して vn(αγi

n − αn) ≤ 2n + 1 が成り立つ
ことが示された．
よって [13, p. 233]の Corollary 1(1)より NQ2(αn)/Q2(u) ≡ 1 (mod 2n+3)が成り立
つ．

補題 3.29. F2を標数 2の素体，Gを γで生成される位数 2nの巡回群，V = F2[G]を
F2上Gの群環とする．i1, i2, · · · , ir ∈ Zを 0 ≤ i1 < i2 < · · · < ir ≤ 2n− 1 を満たすよ
うにとり，さらに v ∈ V を，これら i1, i2, · · · , irに対して v = γi1 +γi2 + · · ·+γirとお
く．rが奇数であるとすれば，V はF2上のベクトル空間として {γiv | 0 ≤ i ≤ 2n− 1}
で生成される．
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証明. 関数 f : G −→ Cを以下のように定義する．i ∈ Zを 0 ≤ i ≤ 2n − 1とし，
i = i1, i2, · · · , irに対し f(γi) = 1，i 6= i1, i2, · · · , irに対し f(γi) = 0．このとき [12,

p. 71]より

det(f(γi−j))0≤i,j≤2n−1 =
∏
χ∈Ĝ

2n−1∑
i=0

χ(γi)f(γi) ≡ r2n ≡ 1 (mod ζ2n − 1)

ここで ĜはGの指標群である．

今，ϕはEnを Unに埋め込む単射準同型

ϕ：En 3 ε 7−→ (ε, εσ) ∈ O×
kn,ln
×O×

kn,ln

であることに注意する．

補題 3.30. n ≥ s − 2に対し pt
1Okn が knの単項イデアルでないとする．このとき，

Nkn/Q(n)(ε) = 1を満たす knの任意の単数 εに対し，ある c ∈ O×
Q(n) が存在して φ(εc)

が Unの平方数となる．

証明. Nkn/Q(n)(ε) = 1より ε = ασ−1となる α ∈ Okn が存在する．初めに n ≥ s − 2

と仮定する．p1Okn , p2Okn , · · · , p2s−2Okn は knの素イデアルであり，Q(n)上 knで分岐
するので，αOknは piOknの有限個の積であると仮定してよい．各 piOknは k上 p1Okn

と共役かつ knにおいて単項でないので，補題 3.29より αOkn は piOkn の偶数個の積
になると分かる．よって p ≡ 1 (mod 2s)と s ≥ 3より

(3.19) Nkn/Q(α) ≡ ±1 (mod 2n+3)

が得られる．今補題 3.27よりαασ ∈ O×
Q(n)Wnまたはαασ ∈ 3O×

Q(n)Wnである．αασ ∈
3O×

Q(n)Wnと仮定すると，補題 3.28より

(3.20) NQ(n)/Q(αασ) ≡ ±(1 + 2n+2) (mod 2n+3)

が得られるが，これは (3.19)と矛盾する．よってαασ ∈ O×
Q(n)Wnを得る．[12, p. 183]よ

りWnの任意の元はO×
kn,ln
の平方数なので，ある c ∈ O×

Q(n)が存在して，εc = αασc/α2

が成り立つ．またこのとき εσc = αασc/(ασ)2である．αασc/α2，αασc/(ασ)2は共に
O×

kn,ln
の平方数である．

s − 2 > nと仮定する．αασ ∈ 3O×
Q(n)Wnとすると再び (3.20)が成り立ち，p ≡ 1

(mod 2s)に矛盾する．よって αασ ∈ O×
Q(n)Wnが得られ，以下同様の議論によって結

論が得られる．

E2
n を kn の単数の平方からなる集合，c1, c2, . . . , c2n−1 を Q(n) の基本単数とする．

p1Okn , p2Okn , . . . , p2s−2Okn はQ(n)上 knで分岐するので，c1E2
n, c2E

2
n, · · · , c2n−1E

2
nは

F2 = Z/2Z上独立である．よって，η1O
×
Q(n)E

2
n, . . . , η2nO×

Q(n)E
2
n ∈ Okn/O

×
Q(n)E

2
nが F2

上独立となるOkn の単数 η1, . . . , η2n が存在する．
以上の準備より，λ2(k)に上界を与える主定理 2を示すことができる．主定理 1(1)

は主定理 2より導かれる．
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定理 3.31 (主定理 2，福田-小松 [2]). mn ∈ Z≥0，mn ≤ 2s−2 − 2として，ε1, . . . , εmn

を knの単数で，ε1O
×
Qn
E2

kn
, · · · , εmnO

×
Qn
E2

kn
∈ Ekn/O

×
Qn
E2

kn
が F2上独立であるものと

する．1 ≤ i ≤ mnに対し，Nkn/Q(n)(εi) = 1 かつ Nkn/k(εi) = ±1ならば，λ2(k) ≤
2s−2 −mn − 2が成り立つ．

証明. pt
1OknがOknの単項イデアルであるならば，補題 3.21より λ2(k) = 0となるの

で不等式は自明である．よって以下pt
1OknはOknの単項イデアルででないとする．kn,ln

とQ2(αn)を同一視する．εi ∈ O×
Q2(αn)かつNQ2(αn)/Q(εi) = Nkn/k0(εi) = ±1なので，

類体論より εi ∈ O×
Qn
を得る．補題 3.30より εic

′
i ∈ O×

Q2(αn)

2 を満たす c′iが存在する．

O×
Q2(αn)/O

×
Q(n) ' G(Q∞/Q) ' Z2であるので，εi, c

′
iに対してある c′′i ∈ O×

Q(n)が存在し
て，εic

′
i = (c′′i )

2となる．よって (εic
′
i, ε

σ
i c

′
i) = ((c′′i )

2, (c′′i /εi)
2)が成り立つ．(c′′i , c

′′
i /εi) ≡

(1, 1/εi) (mod ϕ(En))より，(c′′i , c
′′
i /εi)ϕ(En)はG(Mn/k∞)における lσnの惰性群の元

で，その位数は 2となる．惰性群は最大不分岐部分体に対応しており，Mn/k∞の最
大不分岐部分体はLnなので，G(Mn/k∞)における lσnの惰性群とはG(Mn/Ln)のこと
である．今G(Mn/Ln)で位数 2の元をmn個見つけたので，I∞の像の 2-rankがmn

以上であることが分かる．よって補題 3.24と併せて，I∞G(M∞/Mn)/G(M∞/Mn)の
ねじれ部分の 2-rankはmn + 1以上であることが分かる．λ(I∞) ≥ mn + 1が示され
たので，λ2(k) ≤ 2s−2 −mn − 2が得られた．

不等式 λ2(k) ≤ 2s−2−mn− 2は任意のn ≥ 1に対して成立している．λ-不変量につ
いてはできるだけ小さい上限が欲しいので，n ≥ 1に対してmnがどれだけ大きな値を
とるかを調べることは重要である．計算機を用いて実際に計算した結果，p < 104の範
囲で p ≡ 1 (mod 16)なる全ての素数 pについて，ある n0が存在してmn0 = 2s−2 − 2

となることが確認された [2]．しかしその計算結果からmnについて記述する公式を発
見することは難しい．主定理 1(1)はm1について実際に数値を与えることができる場
合を述べている．
最後に主定理 1を証明する．

主定理 1の証明. (1)　 ε′0 は Q(
√

2p)の単数なので，NQ(
√

2p)/Q(ε′0) = a2 − 2pb2 =

±1となる．よって a ≡ ±1 (mod p)である．a ≡ 1 (mod p)と仮定する．このとき
a2− 2pb2 = 1となる．a+ 1と a− 1の最大公約数 gcd(a+ 1, a− 1) = 2であることに
注意する．ε1 =

√
a+1
2

√
2 + b√

a+1

√
pとおくと，

ε2
1 =

a+ 1

2
+ b
√

2p+
b2

a+ 1
p

=
(a+ 1)2 + 2b2p

2(a+ 1)
+ b
√

2p

=
(a+ 1)2 + a2 − 1

2(a+ 1)
+ b
√

2p

= a+ b
√

2p = ε′0
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となる．ε′0は代数的整数なので，ε1もまた代数的整数である．今 a ≡ 1 (mod 4)と仮
定すると，4 | a − 1かつ gcd(a + 1, a − 1) = 2より，2 | a + 1かつ 4 - a + 1となる．
よって a+1

2
は奇数である．また，a ≡ 1 (mod p)，a ≡ 1 (mod 4)より a−1

4p
は有理整

数であり，(a+1
2
, a−1

4p
) = 1である．よって

a+ 1

2

a− 1

4p
=
( b

2

)2

より a+1
2
，a−1

4p
は共に有理整数の平方数となる．したがって

√
a+1
2
,
√

a−1
4p
は有理整数

である．今
√

a+1
2

√
2が有理整数であることが得られた．

√
a+1
2

= tとおくと，tは有理
整数であり，

b

a+ 1

√
p =

b
√
p

t
√

2

=
b

2t

√
2p

が成り立つ．よって b
2t
が有理数であることより，ε1がQ(

√
2p)の元になると導かれ

るが，これは ε′0が基本単数であることに矛盾する．よって a ≡ −1 (mod 4)である．
a+1
4

= t，a−1
2p

= sとおく．s, tは共に有理整数である．また，gcd(a+ 1, a− 1) = 2か
つ 4 | a+ 1より sは奇数である．このとき a+1

2
a−1
4p

= ( b
2
)2を t, sを用いて変形して，

ts =
( b

2

)2

を得る．tsは有理整数かつ b
2
は有理数なので，( b

2
)2は有理整数の平方数となる．gcd(a+

1, a− 1) = 2なので，t, sは互いに素で，共に有理整数の平方数である．よって

√
t = ±

√
a+ 1

2

が有理整数であることが分かる．
√

a+1
2

= t′とおくと，
√
a+ 1 = 2t′は有理整数とな

る．よって
b√
a+ 1

=
b

2t′

より b√
a+1
は有理数になることが分かる．今

√
a+1
2
は有理整数で，

√
2は代数的整数な

ので，
√

a+1
2

√
2もまた代数的整数となる．ε1も代数的整数なので，

b√
a+ 1

√
p = ε1 −

√
a+ 1

2

√
2　

もまた代数的整数であることが分かる． b√
a+1

√
pを 2乗すると， b2

a+1
p = a−1

2
となり，

b2

a+1
pが有理整数であることが分かる．仮定より (a+1, p) = 1なので， b2

a+1
pは有理整数
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となり，したがって b√
a+1

√
pは 2乗すると有理整数なので代数的整数である． b√

a+1

√
p

は有理数かつ代数的整数なので，有理数となる．以上により

(3.21)

√
a+ 1

2
，

b√
a+ 1

√
p ∈ Z

が得られた．[9]より (3.21)は ε0, ε1, 1 +
√

2がQ(
√
p,
√

2)の基本単数であることを導
く．Nk1/Q(1)(ε1) = 1かつNk1/k(ε1) = −1なので，定理 3.31より λ2(k) ≤ 2s−2 − 3が
得られる．

(2)　 a2 ≡ −1 (mod p)と仮定する．これは a2 − 2pb2 = −1を導く．hkを kの類
数とする．今 hkが奇数であることに注意する．よって種数公式よりQ(

√
2p)のイデ

アル類群において (ln ∩Q(
√

2p))hk を含むイデアル類の位数は 2であることが分かる．
これは knのイデアル類群の 2-Sylow部分群Anにおいて，cl(lhk

n )が自明でないことを
意味している．ε2

0 6≡ 1 (mod 32)なので，

Bn = {a ∈ An|aτ = a，∀τ ∈ G(kn/k)}

の位数は 2以下である．よってBn = 〈cl(lhk
n )〉となる．ここで以下の定理を用いる．

定理 3.32 (Greenberg[4]). pを素数，kをpが完全分岐する総実代数体とする．また，An

を knのイデアル類群の唯一の p-Sylow部分群，Bn = {a ∈ An|aτ = a，∀τ ∈ G(kn/k)}
とし，さらに，kに対してLeopoldt予想が成り立つと仮定する．このとき，以下の条
件 (1), (2)は同値であり，この条件を満たすならば µp(k) = λp(k) = 0となる．

(1) n −→∞のとき ]Anは有界となる，

(2) 十分大きな nに対し，Bnの各類は pの上の素イデアルを含む．

今 k = Q(
√
p)は 2次体なのでQ上Abel であり，よって定理 3.26が適用できるの

で Leopoldt予想が成り立つことが分かる．また，Bn = 〈cl(lhk
n )〉より十分大きな nに

対してBnの各類が 2の上の素イデアルを含んでいることは明らかである．したがっ
て定理 3.32(2)の条件を満たすので，λ2(k) = 0となることが分かる．
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