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1 イントロダクション
今回の論文では，1973年にMuskatとZeeが書いた論文 [1]の解説をしていく．この
論文では，主に Jacobi和の間に成り立つ関係式を示している．この関係式が，Hasse

の主張に対する反例となっている．まずこの章では，Jacobi和の間の関係式とはどう
いうものか，Hasseの主張とは何かなどについて解説していく．

1.1 論文の概要

pを素数，ζpを 1の原始 p乗根，χ, λを Fp上の乗法的指標とする．また，このχ, λ

に対して，Gauss和 g(χ)と Jacobi和 J(χ, λ)をそれぞれ

g(χ) =

p−1∑
x=1

χ(x)ζp
x,

J(χ, λ) =

p−1∑
a=2

χ(a)λ(1 − a)

で定義する．この Jacobi和 J(χ, λ)とGauss和 g(χ)について，DavenportとHasseが
示した次のような関係式がある．

定理 1.1 (Davenport-Hasseの公式) pを奇素数，eを p ≡ 1 (e)をみたす整数，lを
eの約数とする．また，χを χe = Iとなるような乗法的指標としたとき∏

λl=I,λ6=I

J(χ, λ) = χ(ll)
g(χ)l

g(χl)
(1.2)

が成り立つ．

ここで，Iは自明な指標のことである．今回，この式については [2, p.477(2)]を参考
にした．この関係式とノルムの関係式 |g(χm)|2 = pを用いると，Gauss和の間の関係
式が導ける．そこで，Hasseは [3, p.465]で次のような主張をした．

Hasseの主張
Fp上のGauss和に対して，Gauss和に関して斉次であるようなGauss和の積の間の
関係式を考えると，任意の関係式はノルムの関係式 |g(χm)|2 = pとDavenport Hasse

の公式によって導かれる．

ここで，Hasseの主張で述べている，Gauss和の斉次な関係式の例を紹介する．まず，
Gauss和の間の関係式を導くための式を補題として書いておく．
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補題 1.3 e = xy，t:整数のとき

y−1∏
k=0

g(χkx+t) = χ−ty(y)g(χty)

y−1∏
k=1

g(χkx)(1.4)

が成り立つ．

この関係式は [4, (0.91)]で紹介している．この式はDavenport-Hasseの公式から示せ
る式である．この関係式とノルムの関係式を用いて作れるGauss和の関係式の例を今
から挙げていく．実際に eを定めて，それに応じて x, yを代入して，Gauss和の間の
関係式を導く．まず一つ目の例として，Davenport-Hasseの公式とノルムの式を用い
て導かれる関係式の例を挙げる．

例 1.5 e = 12とする．(1.4)に x = 3, y = 4, t = 1を代入すると

g(χ1)g(χ4)g(χ7)g(χ10) = χ−4(4)g(χ4)g(χ3)g(χ6)g(χ9)

となる．両辺を g(χ4)で割ると

g(χ1)g(χ7)g(χ10) = χ−4(4)g(χ3)g(χ6)g(χ9).

ここで，9 ≡ −3 (12), 7 ≡ −5 (12)であるから，g(χ3) = g(χ9), g(χ5) = g(χ7)である．
g(χn)g(χn) = |g(χn)|2 = pより，

|g(χ3)|2 = |g(χ5)|2 = p

であるので，これを利用して書き換えると

g(χ1)g(χ7)g(χ10) = χ−4(4)g(χ5)g(χ6)g(χ7)

となる．両辺を g(χ7)で割ると

g(χ1)g(χ10) = χ−4(4)g(χ5)g(χ6).

さらに，Davenport-Hasseの公式とノルムの式からえられるGauss和の間の関係式か
ら，Jacobi和の関係式が導ける．その例を一つ挙げる．

例 1.6 e = 21とする．(1.4)に x = 3, y = 7, t = 1を代入すると

g(χ1)g(χ4)g(χ7)g(χ10)g(χ13)g(χ16)g(χ19)

= χ−7(7)g(χ7)g(χ3)g(χ6)g(χ9)g(χ12)g(χ15)g(χ18)
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となる．両辺を g(χ7)で割ると

g(χ1)g(χ4)g(χ10)g(χ13)g(χ16)g(χ19)

= χ−7(7)g(χ3)g(χ6)g(χ9)g(χ12)g(χ15)g(χ18).

この式に 
g(χ3)g(χ18) = g(χ2)g(χ19)

g(χ6)g(χ15) = g(χ5)g(χ16)

g(χ9)g(χ12) = g(χ8)g(χ13)

を代入すると，

g(χ1)g(χ4)g(χ10)g(χ13)g(χ16)g(χ19)

= χ−7(7)g(χ2)g(χ5)g(χ8)g(χ13)g(χ16)g(χ19)

となる．両辺を g(χ13)g(χ16)g(χ19)で割ると

g(χ1)g(χ4)g(χ10) = χ−7(7)g(χ2)g(χ5)g(χ8)

となる．さらに両辺に g(χ1)2

g(χ2)g(χ5)g(χ10)
をかけると

g(χ1)g(χ4)

g(χ5)
· g(χ1)g(χ1)

g(χ2)
= χ−7(7)

g(χ1)g(χ8)

g(χ9)
· g(χ1)g(χ9)

g(χ10)

となる．これを Jacobi和で書き直せば

J(χ1, χ4)J(χ1, χ1) = χ−7(7)J(χ1, χ8)J(χ1, χ9)

と書ける．

このように，Davenport-Hasseの公式とノルムの式から導かれるGauss和の斉次式の
符号は χで表されるが，この χは pによらない値で，Davenport-Hasseの公式とノル
ムの式から導かれる式の符号は pによらず一つに定まる．Hasseの主張が正しければ，
Gauss和について斉次であるようなGauss和の間に成り立つ任意の関係式の符号は p

によらないということになる．ところが，Hasseの主張は間違っていることが確認さ
れている．最初の反例は [2, p.489]でYamamotoによって与えられている．Yamamoto

は，(1.4)とノルムの関係式から導いた関係式の符号が pによって異なることに注目
して，(1.4)によらない関係式が存在することを確認した．今から，その反例につい
て述べる．
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Koichi Yamamotoの反例
e = 12とする．このとき，Davenport-Hasseの公式とノルムの式より

(g(χ2)g(χ5))
2 = ζ2

12(g(χ3)g(χ4))
2

となる．e = 12であるから

g(χ2)g(χ5) = µζ12g(χ3)g(χ4)

となる．ただし，µ = ±1である．この式の符号は pによって変化するので，この関
係式はDavenport-Hasseの公式とノルムの式によって導かれた式の符号が一通りに定
まる，というHasseの主張に反している．

この反例についての説明が [2]内に見つからなかったので，この符号 µが pによって
どのような変化をするのか，という点については結局理解できなかった．この点は，
今後勉強して理解したいと思う．また，Muskatは，Hasseの主張に対して，(1.4)な
どの式を用いて導けるGauss和の関係式から，Jacobi和の関係式を考えることでいく
つかの反例を示している．今回はそれについて解説していきたいと思う．Fp上の乗
法的指標 χm : Fp

× −→ Q(ζe)を，χm(γ) = ζeと定義する．この χと，その Jacobi和
に対して，次のような定理が成り立つ．

Muskatの反例

定理 1.7 (J. B. Muskat 1) p = U2 + 7V 2 ≡ 1 (21)のとき

χ−7(7)J(χ1, χ4) = µJ(χ3, χ6)(1.8)

が成り立つ．ただし， {
µ = +1 ⇔ 3|V
µ = −1 ⇔ 3|U

である．

この定理の等式は，符号 µが pによって二通りに値をとるという点で，Hasseの主張
の反例になっている．Davenport-Hasseの公式から導かれた Jacobi和の間の関係式は，
eが奇数の場合必ず一通りに決定するからである．この点については，後ほどまた説
明する．e = 21以外の場合についても，Muskatはいくつか反例を挙げている．以下
で紹介しておく．e = 28のときは以下のような関係式が導ける．
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定理 1.9 (J. B. Muskat 2) p = X2 + 4Y 2 ≡ 1 (28)のとき

J(χ1, χ6) = Iσ3J(χ1, χ2)(1.10)

が成り立つ．ただし， 
I = +1 ⇔ 7 | Y

I = −1 ⇔ 7 | X

I2 = −1 ⇔ 7 |/XY

である．

e = 28のときも，符号 Iが pによって異なる値をとる．この点で，この定理もHasse

の主張の反例であるということができる．また，e = 39のときは次の式が導ける．

定理 1.11 (J. B. Muskat 3) p ≡ 1 (39)のとき

σ2[χ13(13)J(χ1, χ16)] = ρχ13(13)J(χ1, χ16)(1.12)

が成り立つ．ただし， {
ρ = +1 ⇔ p = A2 + 39B2

ρ = −1 ⇔ p = 3C2 + 13D2

である．

e = 39のときに関しても，基本的に e = 21，e = 28のときと同じ考え方で式を導け
る．基本的な考え方は同じなので，本論文では，e = 21のときの証明について詳しく
やっていこうと思う．
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2 Davenport Hasseの公式とHasseの主張

2.1 Gauss和，Jacobi和の定義

pを素数，ζpを 1の原始 p乗根，χ, λを有限体Fp上の乗法的指標とするとき，p, χ, λ

に対して，Gauss和と Jacobi和を次のように定義する．

定義 2.1

g(χ) =

p−1∑
x=1

χ(x)ζp
x,

J(χ, λ) =

p−1∑
a=2

χ(a)λ(1 − a).

次に，今回考える乗法的指標の定義をする．p = ef + 1を奇素数，γを Fp
×の生成

元，β = ζe, σs : β → βs：ガロア群 (Q(β)/Q)の元とする．ただし，e, f ∈ Zであ
る．このとき，χm : Fp

× −→ Q(β)を，χm(γ) = βmと定義する．Fp
×の任意の元 aは

γd (1 ≤ d ≤ p − 1)の形で書けて χm(a) = βmd．χm(γ)p−1 = βm(p−1) = βmef で，ef

は偶数であるから，βmef = 1である．よって，任意の aに対してχm(a)は 1の p−1乗
根である．よって，乗法的指標としてwell-definedである．このχmに対してχm(−1)

を考えると，(−1)2 = 1なので

χm(−1) = χm(γ
p−1
2 ) = β

p−1
2 = β

ef
2(2.2)

である．pが奇数であることより ef は偶数なので，eが奇数の時と e, f がともに偶数
の時は χm(−1) = 1，eが偶数，f が奇数の時は χm(−1) = −1である．また，χ−mに
ついて考えると，定義より

χ−m(a) = β−md =
1

βmd
=

1

χm(a)
(2.3)

が成り立つ．つまり，χ−m(a) = χm(a)であるといえる．また m ≡ n (e)のとき，
β = ζeなのでχm(a) = βmd = βnd = χn(a)である．Jacobi和とGauss和の間には，[5,

Theorem 1(d)]より次の関係が成り立つ．

命題 2.4 指標 χmについて，Gauss和と Jacobi和の間に

J(χm, χn) =
g(χm)g(χn)

g(χm+n)
(2.5)

という関係が成り立つ．

この式を用いると，Davenport-Hasseの公式をGauss和の積の間の関係式に直すこと
ができる．これを利用して，Hasseの主張について考えていく．
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2.2 Davenport-Hasseの公式とHasseの主張について

まず，改めてDavenport-Hasseの公式について書いておく．

定理 2.6 (Davenport-Hasseの公式) pを奇素数，eを p ≡ 1 (e)をみたす整数，lを
eの約数とする．また，χを χe = Iとなるような乗法的指標としたとき∏

λl=I,λ6=I

J(χ, λ) = χ(ll)
g(χ)l

g(χl)
(2.7)

が成り立つ．

今からこの等式が成り立つことを示す．方針としては，まず l = 2の場合について，
この等式が成り立つことを示す．その際，g(χ)2を式変形して考えていく．その後は

g(x)k = χ(−1)pJ(χ, χ)J(χ, χ2) · · · J(χ, χk−2)(2.8)

を用いて一般の lで成り立つことを示していく．

証明 右辺を変形すると

χ(ll)
g(χ)l

g(χl)
=

g(χ)l

χ−1(ll)g(χl)

=
g(χ)l

χl(l−1)g(χl)

=
g(χ)l

gl(χl)

となるので， ∏
λl=I,λ6=I

J(χ, λ) =
g(χ)l

gl(χl)
(2.9)

であることを示す．まず，l = 2の場合について考える．(2.9)に l = 2を代入すると

J(χ, λ) =
g(χ)2

g2(χ2)
(χ2 6= I, λ 6= I, λ2 = I)(2.10)

だから，この式が成り立つことを示す．g(χ)2を式変形していく．

g(χ)2 =
∑

x

χ(x)ζx ·
∑

y

χ(y)ζy

=
∑
x,y

χ(x)χ(y)ζx+y

=
∑
x,y

χ(xy)ζx+y.
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x + y = tとおくと

g(χ)2 =
∑

t

∑
x+y=t

χ(xy)ζt

=
∑

t

ζt
∑

x+y=t

χ(xy).
(2.11)

∑
x+y=t

χ(xy)に関して，t = 0の場合と t 6= 0の場合にわけて考える．まず，t = 0とす

ると ∑
x+y=0

χ(xy) =
∑

x

χ(x · (−x))

=
∑

x

χ(−x2)

=
∑

x

χ(−1)χ(x2)

= χ(−1)
∑

x

χ2(x).

ここで，χ2 6= Iである．自明でない指標について，その値の和をとると 0になるので∑
x+y=0

χ(xy) = 0(2.12)

となる．次に t 6= 0の場合について考える．x = x′t
2

, y = y′t
2
とおくと

x + y =
x′t

2
+

y′t

2
= t.

t 6= 0なので，両辺に 2
t
をかけると

x′ + y′ = 2

となる．これが x, yを x′t
2

, y′t
2
で置き換えたときの和をとる範囲となるので∑

x+y=t

χ(xy) =
∑

x′+y′=2

χ(
x′t

2
· y′t

2
)

=
∑

x′+y′=2

χ((
t

2
)2)χ(x′y′)

= χ2(
t

2
)

∑
x′+y′=2

χ(x′y′)

(2.13)
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となる．(2.13)を (2.11)に代入して，さらに t
2

= t′とおくと

g(χ)2 =
∑

t

ζt · χ2(
t

2
)

∑
x′+y′=2

χ(x′y′)

= (
∑

t

χ2(t′)ζ2t′)(
∑

x′+y′=2

χ(x′y′))

= g2(χ
2)

∑
x′+y′=2

χ(x′y′)

となるから，移項すれば ∑
x′+y′=2

χ(x′y′) =
g(χ)2

g2(χ2)
(2.14)

となる．あとは，左辺が Jacobi和 J(χ, λ)と等しくなることを示せばよい．ここで，
x′y′ = zとおくと，x′, y′の値のとり方は

t2 − 2t + z = (t − x)(t − y)

の任意の根 tの個数と等しい．zの値のとり方は 1 + λ(1 − z)通りなので，∑
x′+y′=2

χ(x′y′) =
∑

z

(1 + λ(1 − z))χ(z)

=
∑

z

χ(z) + χ(z)λ(1 − z)
(2.15)

となるが，χ 6= 0なので，
∑

z

χ(z) = 0である．よって，

∑
x′+y′=2

χ(x′y′) =
∑

z

χ(z) + χ(z)λ(1 − z)

=
∑

z

χ(z)λ(1 − z) = J(χ, λ).
(2.16)

(2.14)と (2.16)より

J(χ, λ) =
g(χ)2

g2(χ2)
.(2.17)

l = 2のときに関しては以上より示せた．次に一般の場合について考える．(2.8)を式
変形すると

g(χ)g(χk−1)

g(χk)
· g(χ)k

χ(−1)p
=

∏
λk=I

J(χ, λ)
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となる．χ(−1)p = g(χ)g(χ) = g(χ)g(χ) = g(χ)g(χk−1)であるから，

g(χ)k

g(χk)
=

∏
λk=I

J(χ, λ).

Hasseの主張
Fp上のGauss和に対して，Gauss和の積の間の関係式を考えると，任意の関係式は
ノルムの関係式 |g(χm)|2 = pとDavenport Hasseの公式によって導かれる．

Davenport-Hasseの公式は Jacobi和とGauss和の関係式であるが，(2.5)を使うこと
で Gauss和の積の間の関係式に直すことができる．Hasseの主張でいう Gauss和の
積の間の関係式は，Davenport-Hasseの公式を直したもので導ける．今回は Jacobi和
の間の関係式について考えているので，Davenport Hasseの公式によってどのように
Jacobi和の間の関係式が与えられるか，ということを考える．Davenpot-Hasse の公
式を右辺に Jacobi和が出てくるように変形する．∏

λl=I,λ 6=I

J(χ, λ) = χ(ll)
g(χ)l

g(χl)

の右辺をGauss和の分数の形に直すと

l−1∏
k=1

J(χ, χ
e
l ) = χ(ll)

g(χ)g(χl−1)

g(χl)

g(χ)g(χl−2)

g(χl−1)
· · · g(χ)g(χ)

g(χ2)

となる．ここで，(2.5)を使って Jacobi和に直すと

l−1∏
k=1

J(χ, χ
e
l ) = χ(ll)

l−1∏
k=1

J(χ, χl−1)(2.18)

となる．このとき，χは pに依存しない値なので，Davenport-Hasseから導ける Jacobi

和の間の関係式は pに依存しない．一方，|g(χm)|2 = pについて考えると，|g(χ)|2 =

χm(−1)pである．先ほど書いたように，p = ef + 1のとき χm(−1)の値は e, f によっ
て決まり，e ≡ 0 (2)かつ f ≡ 1 (2)のとき−1，それ以外のとき+1となる．つまり，
eが奇数のときは常に+1になり，ノルムの式を使って変形しても符号の変化が起こ
らないことがわかる．以上から，Hasseの主張は，eが奇数のときはDavenport-Hasse

から導ける Jacobi和の間の関係式の符号は pに依存しない，ということを述べてい
る．だから，もしHasseの主張が正しければ，任意の Jacobi和が pによって変化する
符号をもたないということになる．なので，定理 1.7のように pによって符号の変化
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するような関係式が導けた場合，これはHasseの主張の反例であるといえる．

実際，定理 1.7の pの条件について具体的に考えてみる．p = 43 ≡ 1 (21)のとき，
43 = 62 + 7 · 12とかけるので U = 6, V = 1である．このときの Jacobi和の関係式の
符号は，3|U であるから µ = −1．また，p = 127 ≡ 1 (21)のとき，127 = 82 + 7 · 32

とかけるので U = 8, V = 3である．このときの Jacobi和の関係式の符号は，3|V で
あるから µ = +1．一方，二次指標 χについて，p ≡ 1 (4)ならば g(χ) =

√
pであり，

p ≡ 3 (4)ならば g(χ) = i
√

pである．つまり，Gauss和の関係式は符号が異なる可能
性がある．しかし，43と 127は共に 4を法として 3と合同なので，ノルムの式から得
られるGauss和の間の関係式は，p = 43の場合と p = 127の場合で符号が異なると
いうことはない．以上より，ノルムの式とDavenport-Hasseの式から得られる Jacobi

和の関係式は，pによって不変である．これは，定理 1.7から得られる結果と違うの
で，定理 1.7はHasseの主張の反例となっている．
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3 主定理の証明

3.1 主定理の証明に使う関係式

これから定理 1.7の証明をしていく．方針としては，まずDavenport-Hasseの式から
2つのJacobi和の積の間の関係式を導く．次にJacobi和一つ一つを，Davenport-Hasse

の関係式や Jacobi和に成り立つ関係式を使って，違う Jacobi和との対応をさせてい
くことで，結果的には，J(χ1, χ4)と J(χ3, χ6)を含む次の 2つの関係式を導く．具体
的には

J(χ1, χ1)J(χ3, χ6) = χ6(3)J(χ1, χ3)J(χ1, χ4)(3.1)

と

J(χ1, χ4)J(χ1, χ1) = χ6(3)χ−7(7)J(χ3, χ6)J(χ1, χ3)(3.2)

の 2つの式を導く．(3.2)の式を (3.1)の式で割ることで

J(χ1, χ4) = µχ7(7)J(χ3, χ6)(3.3)

という Jacobi和の間の関係式が得られる．ただし

µ = ±1

である．この µを以下では符号と呼ぶことにする．証明の中盤以降では，符号 µの p

による動向について考えていく．そのために，β−7SJ(χ1, χ4)と σ2{β−7SJ(χ1, χ4)}を
βiの 1次結合の形で表して，係数を比較することでβ−7SJ(χ1, χ4)をDickson-Hurwitz

和 bを使って表す．同様に，J(χ3, χ6)と σ2J(χ3, χ6)を βiの 1次結合の形で表して，
係数を比較することで J(χ3, χ6)を bで表す．2つの結果を

µβ−7SJ(χ1, χ4) = J(χ3, χ6)(3.4)

に代入すれば，µと bの関係がわかる．また，β−7SJ(χ1, χ4)のノルムを考えることで，
pを bの関係がわかる．2つの関係を照らし合わせて，符号 µが pによって変化して
いることがわかれば，その関係式はHasseの主張の否定になっている．まずは，証明
に必要な等式について確認していく．β = ζe, σs : β → βs：ガロア群 (Q(β)/Q)の元
とする．この σに対して Jacobi和を対応させると

σsJ(χm, χn) = J(χsm, χsn)(3.5)
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となる．また，一般的なGauss和，Jacobi和に対して

J(χm, χn) =
g(χm)g(χn)

g(χm+n)
(3.6)

が成り立つ．証明では，Davenport-Hasseから導かれたGauss和の積の間の式を，こ
の式を使って Jacobi和に変換していく．

補題 3.7 整数m,n, rに対して

J(χm, χn)J(χm+n, χr) = J(χm, χr)J(χm+r, χn)(3.8)

が成り立つ．

証明 (3.6)を用いると

(左辺) =
g(χm)g(χn)

g(χm+n)

g(χm+n)g(χr)

g(χm+n+r)
=

g(χm)g(χn)g(χr)

g(χm+n+r)
.

(右辺) =
g(χm)g(χr)

g(χm+r)

g(χm+r)g(χn)

g(χm+n+r)
=

g(χm)g(χn)g(χr)

g(χm+n+r)
= (左辺).

補題 3.9

J(χm, χn) = J(χn, χm) = J(χ−m−n, χn)(3.10)

が成り立つ．

証明 J(χm, χn) = J(χn, χm)は明らか．(3.6)を用いると

J(χ−m−n, χn) =
g(χ−m−n)g(χn)

g(χ−m)
.

eが奇数なので |g(χm)|2 = g(χm)g(χ−m) = pであることに注意すると，g(χ−m) =
p

g(χm)
, g(χ−m−n) = p

g(χm+n)
なので

g(χ−m−n)g(χn)

g(χ−m)
=

g(χm)g(χn)

g(χm+n)
= J(χm, χn).

Jacobi和の間の関係式の変換には，主に σとこの 2つの式を用いる．また，[4, 0.91]

より次のGaussに関して斉次であるような関係式が成り立つ．
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補題 3.11 e = xy，t:整数のとき

y−1∏
k=0

g(χkx+t) = χ−ty(y)g(χty)

y−1∏
k=1

g(χkx)(3.12)

が成り立つ．

eに応じてこの式に値を代入して，まずGauss和の関係式を導くことになる．e = xy

のとき Je(χym, χyn) = Jx(χm, χn)が成り立つ．これは，χy を指標として考えると，
e = xyであるから (χy)x = 1となることから導ける．証明中で βの係数について考え
る際，Dickson-Hurwitz和に使うことになる．Dickson-Hurwitz和の定義のためには，
まずは円分数の定義の必要があるので，この 2つについて定義しようと思う．今回，
円分数とDickson-Hurwitz和の定義に関しては [6, p.263]を参考にした．

定義 3.13 (円分数) p = ef + 1：奇素数 (e, f ∈ Z)，γ：pの生成元とする．このとき

(h, k) = (h, k)e

を
γes+h + 1 ≡ γet+k (p), 0 ≤ h, k ≤ e − 1, 0 ≤ s, t ≤ f − 1

の解の個数で定義する．この (h, k)を円分数という．

この (h, k)に対して，Dickson-Hurwitz和を定義する．

定義 3.14 (Dickson-Hurwitz和) (h, k)に対して

be(j, v) = b(j, v) =
e−1∑
h=0

(h, j − vh)

と定義する．この bをDickson-Hurwitz和という．

この bに対して，[7, (2.11)]より

J(χn, χvn) = (−1)vnf

e−1∑
j=0

b(j, v)βnj(3.15)

が成り立つ．

15



3.2 主定理の証明

証明に必要な等式が揃ったので，今から本定理の証明をしていく．まず，定理につ
いて改めて確認をしておく．

定理 3.16 (J. B. Muskat 1) p = U2 + 7V 2 ≡ 1 (21)のとき

χ−7(7)J(χ1, χ4) = µJ(χ3, χ6)(3.17)

が成り立つ．ただし， {
µ = +1 ⇔ 3|V
µ = −1 ⇔ 3|U

である．

証明 まず，(3.1)の式を導く．(3.8)の式にm = 1, n = 1, r = 3を代入すると

J(χ1, χ1)J(χ2, χ3) = J(χ1, χ3)J(χ1, χ4)(3.18)

となる．右辺に J(χ1, χ4)が含まれてるので，左辺に J(χ3, χ6)が出てくるような変形
を考えていく。−2 − 3 = −5 ≡ 16 (21)なので

J(χ2, χ3) = J(χ2, χ−5) = J(χ2, χ16) = σ2J(χ1, χ8)(3.19)

と書き直せる．次に，(3.12)の式を利用して考える．e = 3×7なので，まずx = 7, y =

3, t = 1を代入すると

g(χ1)g(χ8)g(χ15) = χ−3(3)g(χ3)g(χ7)g(χ14)(3.20)

となる．χ3とχ6の積を含む関係式がほしいので，g(χm)g(χ−m) = pよりg(χ7)g(χ−7) =

g(χ6)g(χ−6)であることを利用して変形すると

g(χ1)g(χ8)g(χ15) = χ−3(3)g(χ3)g(χ6)g(χ15).(3.21)

(3.21)の両辺を g(χ9)g(χ15)で割れば，
g(χ1)g(χ8)

g(χ9)
= χ−3(3)g(χ3)g(χ6)

g(χ9)
なので

J(χ1, χ8) = χ−3(3)J(χ3, χ6).(3.22)

(3.19)と (3.22)をまとめると

J(χ2, χ3) = σ2χ−3(3)J(χ3, χ6).(3.23)
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σ2χ−3(3) = χ−6(3)，σ2J(χ3, χ6) = J(χ6, χ12) = J(χ6, χ−18) = J(χ3, χ6) なので

J(χ2, χ3) = χ−6(3)J(χ3, χ6).(3.24)

これを (3.18)に代入すれば， 1
χ−6(3)

= χ6(3)なので

J(χ1, χ1)J(χ3, χ6) = χ6(3)J(χ1, χ3)J(χ1, χ4)

となり，(3.1)の式が導ける．次に (3.2)の式を導く．(3.12)の式に x = 3, y = 7, t = 1

を代入すると

g(χ1)g(χ4)g(χ7)g(χ10)g(χ13)g(χ16)g(χ19)

= χ−7(7)g(χ7)g(χ3)g(χ6)g(χ9)g(χ12)g(χ15)g(χ18).

この式に 
g(χ3)g(χ18) = g(χ2)g(χ19)

g(χ6)g(χ15) = g(χ5)g(χ16)

g(χ9)g(χ12) = g(χ8)g(χ13)

を代入して，さらに両辺に g(χ1)2

g(χ2)g(χ5)g(χ10)
をかけると

g(χ1)g(χ4)

g(χ5)
· g(χ1)g(χ1)

g(χ2)
= χ−7(7)

g(χ1)g(χ8)

g(χ9)
· g(χ1)g(χ9)

g(χ10)
(3.25)

となる．これを Jacobi和に直して，(3.22)を代入すると

J(χ1, χ4)J(χ1, χ1) = χ−3(3)χ−7(7)J(χ3, χ6)J(χ1, χ9).(3.26)

あとは，J(χ1, χ3)と J(χ1, χ9)の関係式がわかればよい．

g(χ6)g(χ15) = g(χ5)g(χ16) = p

を用いて (3.21)の式を変化させて，両辺を g(χ8)g(χ16)で割れば，Jacobi和の関係式
J(χ1, χ15) = χ−3(3)J(χ3, χ5)が導ける．さらに，−1 − 15 = −16 ≡ 5 (21)なので，
J(χ1, χ5) = J(χ1, χ15)がいえて，

J(χ1, χ5) = χ−3(3)J(χ3, χ5)(3.27)

である．また，3 ≡ 45 (21)なので

J(χ3, χ5) = σ5J(χ1, χ9)(3.28)
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となる．(3.28)を (3.27)に代入すれば

J(χ1, χ5) = χ−3(3)σ5J(χ1, χ9).(3.29)

この結果を利用して，J(χ1, χ3)とJ(χ1, χ9)の関係を導く．−1−3 = −4 ≡ 17 (21), 1 ≡
85 (21)より

J(χ1, χ3) = J(χ1, χ−4) = J(χ17, χ85) = σ17J(χ1, χ5).(3.30)

(3.30)の式に (3.29)の式を代入すると

J(χ1, χ3) = σ17(χ−3(3)σ5J(χ1, χ9)).

σ17χ−3(3) = χ−51(3) = χ−9(3)となることに注意してχを外に出すと，85 ≡ 1 (21)な
ので，σ85はそのまま消せて，結果として

J(χ1, χ3) = χ−9(3)J(χ1, χ9)(3.31)

となる．(3.26)の式に代入すれば χ−3(3)
χ−9(3)

= χ6(3)より

J(χ1, χ4)J(χ1, χ1) = χ6(3)χ−7(7)J(χ3, χ6)J(χ1, χ3)

となり，(3.2)の式が導ける．あとは，(3.2)の式を (3.1)の式で割れば

(J(χ1, χ4))
2 = (χ7(7)J(χ3, χ6))

2(3.32)

となり，目標としていた式

J(χ1, χ4) = µχ7(7)J(χ3, χ6)(3.33)

が導けた．ただし符号 µについては

µ = ±1

である．ここまでは，Davenport-Hasseとノルムの関係式により容易に導ける．ここ
から，符号について考える．

p = U2 + 7V 2と分解するとき，3|V ⇒ µ = +1, 3|U ⇒ µ = −1となることを示す．
Hasseの主張を正しいとすると，e = 21のとき，µが pによらないということは先ほ
ど確認した．しかし，結論からいうと，この関係式の µは pによって動くので，この
点で，今回の関係式はHasseの主張の反例になっている．今から，この µについて考
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える．ここで Sを γS = 7で定義する．χの定義より，この Sに対して χm(7) = βmS

が成り立つ．ここから使う 3つの等式をあげておく．

σ2J(χ3, χ6) = J(χ3, χ6),(3.34)

µβ−7SJ(χ1, χ4) = J(χ3, χ6),(3.35)

σ2{β−7SJ(χ1, χ4)} = β−7SJ(χ1, χ4).(3.36)

(3.34)は，(3.24)の式を示すときに確認した．(3.35)は今示した (3.33)を Sを用いて
書き直したものである．(3.36)は (3.34)に (3.35)を代入して得られる．(3.34)，(3.36)

より J(χ3, χ6) と β−7SJ(χ1, χ4)は σ2 で不変である．上の 3つの式を用いて µにつ
いて考える．まず，(3.15)を利用して，Jacobi和をDickson-Hurwitz和と βに変換し
て，βの 1次結合の形で表す．次に (3.34)と (3.36)に代入して，両辺の係数を比較す
ることで，Dickson-Hurwitz和の間に成り立つ関係式を求める．得られた式を使って
β−7SJ(χ1, χ4)を簡略化すると，Dickson-Hurwitz和を使って定義されるU, V を用いて

β−7SJ(χ1, χ4) = U + V
√
−7

という形で表すことができ，このノルムを考えれば

p = U2 + 7V 2

と pとDickson-Hurwitz和の関係がわかる．J(χ3, χ6)も同様にしてA + B
√
−7とい

う形でかけるので，(3.35)に結果を代入して係数を比較すれば，µとDickson-Hurwitz

和との関係がわかるので，これと p = U2 +7V 2を照らし合わせれば，pと µとの関係
性が導ける．Jacobi和がQ(

√
−7)の元であることからこのように解くことができる．

σ2の不変体は 2次体である．これがQ(
√
−7)であることを確認するために 1つ元を

構成しておく． {
x = β + β2 + β4 + β8 + β11 + β16

y = β5 + β10 + β13 + β17 + β19 + β20

とする．x, yは σ2で不変．x + y = 1, xy = 2なので，この x, yは t2 − t + 2 = 0の解
になっている．方程式を解くと t = 1±

√
−7

2
なので，x, y ∈ Q(

√
−7)．β21 − 1を因数分

解すると β21 − 1 = (β − 1)(β14 + β7 + 1) = 0．β 6= 1より 1 + β7 + β14 = 0だから

x + y =β(1 + β7) + β2(1 + β14) + β3(β7 + β14)

+ β4(1 + β7) + β5(1 + β14) + β6(β7 + β14)

= − (β15 + β9 + β3 + β18 + β12 + β6).
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γ = β3とおくと，γは 1の原始 7乗根だから，1 + γ + · · · + γ6 = 0．よって

x + y = −(γ + γ2 + · · · + γ6) = 1.

また
xy = 6 + (β + β2 + · · · + β20) + 2(β7 + β14) + (β3 + β6 · · · + β18).

1 + β + β2 + · · · + β20 = 0, 1 + β7 + β14 = 0, 1 + β3 + β6 · · · + β18 = 0なので

xy = 6 − 1 − 2 − 1 = 2.

x, yを解にもつ tの方程式は t2 − t + 2 = 0．これを解くと t = 1±
√
−7

2
．よって，xは

Q(
√
−7)の元であることがわかる．今のように，実際の元を考えれば，β−7SJ(χ1, χ4)

と J(χ3, χ6)がともにQ(
√
−7)の元であることはすぐにわかる．ここからは，「具体的

にどのような形に書けるか」について考えていく．Dickson-Hurwitz和 bに対して

J(χn, χvn) = (−1)vnf

e−1∑
j=0

b(j, v)βnj(3.37)

が成り立つ．これについては [7, (2.11)]に詳しく書いてある．n = 1, v = 4とすると

J(χ1, χ4) =
20∑

j=0

b(j, 4)βj

なので，j − 7S = i, vi = b(i + 7S, 4)をおくと

β−7SJ(χ1, χ4) =
20∑

j=0

b(j, 4)βj−7S =
20∑
i=0

b(i + 7S, 4)βi =
20∑
i=0

viβ
i.(3.38)

bについて，[6, (2.7)]より

b(i, v) = b(j, e − v − 1)(3.39)

が成り立つ．また，[9, Lemma.1]より

b(j, v) = b(vj, v)(3.40)

が成り立つ．4̄ = 16なので，(3.40)の式を使って

b(i, 4) = b(4i, 4) = b(16i, 16).
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さらに (3.39)の式を使うと

b(16i, 16) = b(16i, 21 − 16 − 1) = b(16i, 4).

よって
vi = v16i.

さらにこの iに 16iを改めて代入して考えれば

v16i = v16·16i = v4·4·4i = v4i.

以上より

vi = v4i = v16i(3.41)

がわかる．i = 1, 2, 3, 5, 9, 10を代入すると

v1 = v4 = v16

v2 = v8 = v11

v3 = v12 = v6

v5 = v20 = v17

v9 = v15 = v18

v10 = v19 = v13

(3.42)

であることがわかるので，これを使って式を変形すると
20∑
i=0

viβ
i = v0 + v1(β + β4 + β16) + v2(β

2 + β8 + β11)

+ v3(β
3 + β6 + β12) + v5(β

5 + β17 + β20) + v7β
7

+ v9(β
9 + β15 + β18) + v10(β

10 + β13 + β19) + v14β
14.

(3.43)

次に，βの次数を下げるように式変形をする．{
1 + β7 + β14 = 0

1 + β3 + · · · + β18 = 0

を利用して各係数を 1, β + β4 − β9, β2, β7, β8 + β11 の 5つの基底の 1次結合の形に書
き直すと

β + β4 + β16 = β + β4 + β2(−1 − β7)

= (β + β4 − β9) − β2,
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β3 + β6 + β12 = −1 − β9 − β15 − β18

= −1 − β9 − β(−1 − β7) − β4(−1 − β7)

= −1 + (β + β4 − β9) + (β8 + β11),

β5 + β17 + β20 = β2(−1 − β6 − β9 − β12)

= −β2 − β8 − β11 − β14

= 1 − β2 + β7 − (β8 + β11),

β9 + β15 + β18 = β9 + β(−1 − β7) + β4(−1 − β7)

= −(β + β4 − β9) − (β8 + β11),

β10 + β13 + β19 = β(−1 − β3 − β6 − β15)

= −β − β4 − β7 − β2(−1 − β7)

= −(β + β4 − β9) + β2 − β7,

β14 = −1 − β7

となる．結果をまとめると，

β + β4 + β16 = (β + β4 − β9) − β2

β3 + β6 + β12 = −1 + (β + β4 − β9) + (β8 + β11)

β5 + β17 + β20 = 1 − β2 + β7 − (β8 + β11)

β9 + β15 + β18 = −(β + β4 − β9) − (β8 + β11)

β10 + β13 + β19 = −(β + β4 − β9) + β2 − β7

β14 = −1 − β7

(3.44)

と書ける．これを (3.43)に代入して整理すると

β−7SJ(χ1, χ4) = v0 + v5 − v3 − v14 + (v1 + v3 − v9 − v10)(β + β4 − β9)

+ (v2 + v10 − v1 − v5)β
2 + (v5 + v7 − v10 − v14)β

7

+ (v2 + v3 − v5 − v9)(β
8 + β11).

(3.45)

次に，(3.43)の両辺に σ2を対応させる．viは σで不変なので

σ2{β−7SJ(χ1,χ4)} = v0 + v1σ2(β + β4 + β16)

+ v2σ2(β
2 + β8 + β11) + v3σ2(β

3 + β6 + β12)

+ v5σ2(β
5 + β17 + v7σ2β

7 + v9σ2(β
9 + β15 + β18)

+ v10σ2(β
10 + β13 + β19) + v14σ2β

14.

(3.46)
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βを含む項を σ2で変換した結果は以下の通り．

σ2{β + β4 + β16} = β2 + (β8 + β11),

σ2{β2 + β8 + β11} = β + β4 + β16 = (β + β4 − β9) − β2,

σ2{β3 + β6 + β12} = β3 + β6 + β12 = −1 + (β + β4 − β9) + (β8 + β11),

σ2{β5 + β17 + β20} = β10 + β13 + β19 = −(β + β4 − β9) + β2 − β7,

σ2{β7} = β14 = −1 − β7,

σ2{β9 + β15 + β18} = β9 + β15 + β18 = −(β + β4 − β9) − (β8 + β11),

σ2{β10 + β13 + β19} = β5 + β17 + β20 = 1 − β2 + β7 − (β8 + β11),

σ2{β14} = β7.

簡単のためまとめて書くと

σ2{β + β4 + β16} = β2 + (β8 + β11)

σ2{β2 + β8 + β11} = (β + β4 − β9) − β2

σ2{β3 + β6 + β12} = −1 + (β + β4 − β9) + (β8 + β11)

σ2{β5 + β17 + β20} = −(β + β4 − β9) + β2 − β7

σ2{β7} = β14 = −1 − β7

σ2{β9 + β15 + β18} = −(β + β4 − β9) − (β8 + β11)

σ2{β10 + β13 + β19} = 1 − β2 + β7 − (β8 + β11)

σ2{β14} = β7

(3.47)

となる．これらを (3.46)に代入して，1次結合の形にまとめると，

σ2{β−7SJ(χ1, χ4)}
=v0 + v10 − v3 − v7 + (v2 + v3 − v5 − v9)(β + β4 − β9)

+ (v1 + v5 − v2 − v10)β
2 + (v10 + v14 − v5 − v7)β

7

+ (v1 + v3 − v9 − v10)(β
8 + β11).

(3.48)

(3.36)より β−7SJ(χ1, χ4) = σ2{β−7SJ(χ1, χ4)}で，{1, β, β2, · · · , β11}は Q(β)/Qの
基底なので，(3.45)と (3.48)の係数を比較して viの関係式を導く．1の係数を比較す
ると

v0 + v5 − v3 − v14 = v0 + v10 − v3 − v7

なので，
v10 − v5 = v7 − v14.
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βの係数を比較すると

v1 + v3 − v9 − v10 = v2 + v3 − v5 − v9

なので，
v1 − v2 = v10 − v5.

β2の係数を比較すると

v2 + v10 − v1 − v5 = v1 + v5 − v2 − v10 = 0

なので，
v1 − v2 = v10 − v5.

β7の係数を比較すると

v5 + v7 − v10 − v14 = v10 + v14 − v5 − v7 = 0

なので，
v10 − v5 = v7 − v14.

β8の係数を比較すると

v2 + v3 − v5 − v9 = v1 + v3 − v9 − v10

なので，
v1 − v2 = v10 − v5.

これらの結果をまとめると，

v1 − v2 = v10 − v5 = v7 − v14(3.49)

となる．これを (3.45)の右辺に対応させる．1の係数は v0 + v5 − v3 − v14，β1の係数
は v1 + v3 − v9 − v10のままで考えると，β2の係数は

v2 + v10 − v1 − v5 = −(v1 − v2) + (v10 − v5) = 0,

β7の係数は
v5 + v7 − v10 − v14 = −(v10 − v5) + (v7 − v14) = 0,

β8の係数は

v2 + v3 − v5 − v9 = (v2 − v5) + v3 − v9 = (v1 − v10) + v3 − v9
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となり，β1の係数と等しい．この結果を利用して (3.45)の右辺をまとめると，

β−7SJ(χ1, χ4) = v0 + v5 − v3 − v14 + (v1 + v3 − v9 − v10)(β + β4 − β9 + β8 + β11)

である．ここで {
E = v0 + v5 − v3 − v14

2V = v1 + v3 − v9 − v10

とおくと

β−7SJ(χ1, χ4) = E + 2V (β + β4 − β9 + β8 + β11)(3.50)

となり，先ほどの計算より

β9 + β15 + β18 = (β + β4 − β9) + (β8 + β11)

なので

β−7SJ(χ1, χ4) = E − 2V (β9 + β15 + β18).(3.51)

ここで β9 + β15 + β18を具体的な数字で表すために，{
x = β9 + β15 + β18

y = β3 + β6 + β12

として，xについて考える．{
x + y = β3 + β6 + β9 + β12 + β15 + β18 = −1

xy = 3 + β3 + β6 + β9 + β12 + β15 + β18 = 2

なので，x, yを解にもつ方程式は

t2 + t + 2 = 0

であり，これを解くと

t =
−1 ±

√
−7

2
.

x = −1−
√
−7

2
として，(3.51)に代入すると

β−7SJ(χ1, χ4) = E − 2V
−1 −

√
−7

2
= E + V + V

√
−7.(3.52)
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ここで，pと viの関係について考える．U = E + V とすると

β−7SJ(χ1, χ4) = U + V
√
−7(3.53)

となり，両辺についてノルムを考えれば

U2 + 7V 2 = p(3.54)

が得られる．以上より，Dickson-Hurwitz和で構成された整数U, V と pの関係を導く
ことができた．次は，µと U, V の関係式を導く．そのため，J(χ3, χ6)の場合につい
て考える．得られた結果を µβ−7SJ(χ1, χ4) = J(χ3, χ6)に代入すれば，µと U, V の
関係式が作れるので，結果的に pと µの関係がわかる．J(χ3, χ6)にも同様の式変形
を行うことによって Q(

√
−7)の形で書くことができる．[8, (3)]より e = xyのとき

Je(χym, χyn) = Jx(χm, χn)が成り立つ．e = 21 = 7 · 3なので，x = 7, y = 3, m =

1, n = 2とすると，

J21(3, 6) = J7(1, 2) = J7(1,−1 − 2) = J7(1, 4).

β3は 1の 7乗根なので

J7(1, 4) =
6∑

j=0

b7(j, 4)β3j.

4 = 2より b7(j, 4) = b7(4j, 4) = b7(2j, 2) = b7(2j, 7 − 2 − 1) = b7(2j, 4)だから{
b7(1, 4) = b7(2, 4) = b7(4, 4)

b7(3, 4) = b7(6, 4) = b7(5, 4)
(3.55)

なので
6∑

j=0

b7(j, 4)β3j =b7(0, 4) + b7(1, 4)(β3 + β6 + β12)

+ b7(3, 4)(β9 + β15 + β18).

(3.56)

βに関しては，先ほどの結果より{
β3 + β6 + β12 = −1+

√
−7

2

β9 + β15 + β18 = −1−
√
−7

2

(3.57)

がわかっているので，これを使って式変形すると

J21(χ3, χ6) =b7(0, 4) − b7(1, 4) + b7(3, 4)

2

+
(b7(1, 4) − b7(3, 4))

√
−7

2

(3.58)
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となる．(3.35)よりµβ−7SJ(χ1, χ4) = J(χ3, χ6)なので，(3.53)と (3.58)の右辺の 1と√
−7の係数を比較すると{

2U = µ(2b7(0, 4) − b7(1, 4) − b7(3, 4))

2V = µ(b7(1, 4) − b7(3, 4))
(3.59)

がわかる．[8, (3)],[7, (2.11)]より，e = xyのとき
Je(χym, χyn) = Jx(χm, χn)

J(χn, χvn) = (−1)vnf

e−1∑
j=0

b(j, v)βnj(3.60)

が成り立ち，この 2つの式より bx(j, v) =

y−1∑
r=0

be(j + rx, v)なので


b7(0, 4) = b21(0, 4) + b21(7, 4) + b21(14, 4) = v0 + v7 + v14

b7(1, 4) = b21(1, 4) + b21(8, 4) + b21(15, 4) = v1 + v8 + v15 = v1 + v2 + v9

b7(3, 4) = b21(3, 4) + b21(10, 4) + b21(17, 4) = v3 + v10 + v17 = v3 + v10 + v5

であることがわかる．これを (3.59)に代入すると{
2U = µ(2v0 + 2v7 + 2v14 − v1 − v2 − v9 − v3 − v5 − v10)

2V = µ(v1 + v2 + v9 − v3 − v5 − v10)
(3.61)

がえられる．µ = ±1なので，µの値に応じてU, V がどのような条件がもつかを場合
わけして考える．

(i) µ = +1のとき {
2V = v1 + v3 − v9 − v10

2V = v1 + v2 + v9 − v3 − v5 − v10

なので，辺々足すと
4V = 2(v1 − v10) + v2 − v5.

v2 − v5 = v1 − v10であるので

4V = 3(v1 − v10).

よって，V は 3の倍数であることがわかる．
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(ii) µ = −1のとき {
E = v0 + v5 − v3 − v14

2V = v1 + v3 − v9 − v10

より
2U = 2E + 2V = 2v0 − 2v14 + 2v5 + v1 − v10 − v3 − v9.

これと

2U = −(2v0 + 2v7 + 2v14 − v1 − v2 − v9 − v3 − v5 − v10).

を辺々足すと

4U = 2v1 + v2 + 3v5 − 2v7 − 4v14 == 3(v1 + v5 − v7 − v14)− (v1 − v2 − v7 + v14)

となり，v1 − v2 − v7 + v14 = 0だから

4U = 3(v1 + v5 − v7 − v14).

よって，U は 3の倍数であることがわかる．以上の結果より{
µ = +1 ⇒ 3|V
µ = −1 ⇒ 3|U

がいえた．

逆に，U，V が 3のそれぞれ 3の倍数である場合について考える．U2 + 7V 2 = pで，
p ≡ 1 (21)なので，p ≡ 1 (3)．平方数は 3を法として 0か 1と合同なので，U2と V 2

は，その和が 3を法として 1と合同であることから，必ずどちらかが 0と合同で，も
う一方が 1と合同である．U を 3の倍数と仮定すれば，必ず V ≡ 1 (3)である．今，
µ = +1ならば V ≡ 0 (3)であることを示したので，この対偶を考えれば，V ≡ 1 (3)

であるとき，µ = +1でないといえる．このとき，µ = ±1なので，必ず µ = −1であ
る．以上より，3|U ⇒ µ = −1がいえる．同様にして，3|V ⇒ µ = +1もいえるので，
上の結果と合わせると {

µ = +1 ⇔ 3|V
µ = −1 ⇔ 3|U

となり，同値関係であることがわかる．U と V は pに依存するので，µも pに依存す
る．具体的に，p ≡ 1 (21)である pについて考える．43 = 62 +7 · 12, 421 = 132 +7 · 62

なので，43と 421は pの条件をみたす．p = 43は，U が 3の倍数となる例であり，
p = 421は V が 3の倍数となる例である．よって，µは pによって変化するといえる．
よって，関係式の符号は，pによって変化することがわかった．これはHasseの主張
の反例である．
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この定理自体は，Jacobi和の間の関係式について述べたものであるが，結果として
Hasseの主張の一つの反例となっていることがわかる．e = 28の場合，e = 39の場
合についても，基本的に同じ手法で証明できる．他に，e = 15, 24の場合については
[10, (27),(94)]，e = 20の場合については [7, Lemma 3]で反例が述べてある．このよ
うに，素数でない eに関しては反例を導くことができると予想されている．
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