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1 はじめに

この論文では，通常高さ関数と標準高さ関数の差の評価について論じている論文をい

くつか紹介し，その後にそれを応用している例を紹介しようと思う．E を数体 K 上の

楕円曲線とする．楕円曲線 E の高さ関数とは，Mordell-Weil 群 E(K) 上の実数値関数

である．楕円曲線 E の高さ関数には主に通常高さ関数と標準高さ関数がある．通常高

さ関数は E(K) の点の座標などを使い定義されており，よって実際に値を計算すること

ができる．しかし，例えば中線定理において明示的に表すことのできない端数が出るな

ど論理面において扱いにくい側面がある．標準高さ関数は通常高さ関数の極限を使い定

義されるため，実際に値を計算することは難しい．しかし通常高さ関数での理論的な扱

いにくさが消えて，二次形式となる．よって，通常高さ関数と標準高さ関数の差の評価

を得たり，さらに標準高さ関数の値の評価を得ることで，両者の利点を生かして楕円曲

線の性質を調べることができる．例えば [4, 7 章] では，通常高さ関数と標準高さ関数の

差の評価と標準高さ関数の近似値を使うことで E(K) の生成元となり得る点の座標を絞

り込んでいる．また，[8, Theorem1.3] では標準高さ関数の上下の評価と，ĥ について

ĥ(mP ) = m2ĥ(P ), (P ∈ E(K̄),m ∈ Z) が成り立つことを使い，楕円曲線の quadratic

twist上のある有理点が原始的となる条件を与えている．

内田の [1] の論文では，以下の様に通常高さ関数と標準高さ関数の差の評価を与えて

いる．

定理 1.1 (内田の主定理).

Sv(m) =
log δm,v
m2 − 1

, Tv(m) =
log ϵm,v
m2 − 1

,

とおく．ただし δm,v, ϵm,v を以下で定める．ϕm, ψ2
m を等分多項式，v ∈ MK と正整数m

に対し，関数 Φm,v : E (Kv) → Rを

Φm,v(P ) =


1 (P = O),

max{|ϕm(x(P ))|v, |ψ2
m(x(P ))|v}

max{1, |x(P )|v}m2 (P ̸= O),

と定め，
ϵ−1
m,v = inf

P∈E(Kv)
Φm,v(P )， δ−1

m,v = sup
P∈E(Kv)

Φm,v(P ),

とおく．また，αv を E の v ∈ M0
K における小平型と玉河数 cv によって定まる定数，qv
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を v におけるK の剰余体 kv の元の個数とする．このとき任意の P ∈ E (K )に対して

1

[K : Q]

∑
v∈M∞

K

nvSv(m) ≦ h(P )− ĥ(P )

≦ 1

[K : Q]

∑
v∈M∞

K

nvTv(m) +
1

[K : Q]

∑
v∈M0

K

(
αv +

1

6
ordv

(
∆

∆min
v

))
log qv,

が成り立つ．

通常高さ関数と標準高さ関数の差を評価する際，標準高さ関数を K 上の素点 v ごとに

局所高さ関数の和で表すことで評価を進めていく．このとき，v が非アルキメデス的な素

点の場合はすでにその上限・下限が知られている ([6, Proposition8])．よって，v がアル

キメデス的な素点である時にいかに良い評価を得るかということと，いかに速く評価を計

算できるかということが重要となってくる．

この内田の論文での方法は J．E．Cremona，M．Prickett，S．Siksekの [6]をもとに

したものであり，理論上，アルキメデス的な素点での通常高さ関数と標準高さ関数の差の

評価をその上限・下限に限りなく近づける事ができるものである．

アルキメデス的な素点での評価において内田のものより良い評価を出しているもので

は，例えば以下のMúller，Corinna Stumpeの [10]での方法がある．

定理 1.2 (Múller，CorinnaStumpeの主定理). T1, T2, T3 ∈ E を自明でない互いに異な

る 2捩れ点とする．まず，i = 1, 2, 3に対し a1,i, a2,i, bi,1, bi,2 をそれぞれ

a1,i =
2x(Tj)x(Tk)− b4

2

2(x(Ti)− x(Tj))(x(Ti)− x(Tk))
, a2,i =

−1

2(x(Ti)− x(Tj))(x(Ti)− x(Tk))
,

bi,1 = 1, bi,2 = −x(Ti),

とする．ただし j, k ∈ {1, 2, 3}, i, j, k は互いに異なる．φ : R2
≧0

→ R2
≧0
を

(d1, d2) 7→(φ1(d1, d2), φ2(d1, d2)),

=

√√√√ 3∑
j=1

|a1,j |
√

|bj,1|d1 + |bj,2|d2,

√√√√ 3∑
j=1

|a2,j |
√

|bj,1|d1 + |bj,2|d2

 ,

で定める．∥ · ∥を，K 上の 2次元ベクトル (x1, x2)に対し ∥(x1, x2)∥ = max{|x1|, |x2|}
で定義して，

cN :=
4N

4N − 1
log(∥φ◦N (1, 1)∥)
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とおく．ただし φ◦N (1, 1)は (1, 1)を φで N 回写したものである．

このとき，{cN}N≧1 は単調減少列で，任意の N ≧ 1に対し

max
P∈E(C)

{Ψv(P )} ≦ cN ,

が成り立つ．

この評価は以前のものよりも良い評価が得られるだけでなく，最初に ai,j , bj,k の計算な

どの下準備が済めば後は比較的簡単に cN が求められるので，評価の計算が速いという利

点がある．

この論文ではまず 2章で楕円曲線と高さ関数の基礎的な内容を紹介し，次に 3章で内田

の論文 [1]を紹介した後，3.7節で J．S．Múller，Corinna Stumpeの論文 [10]について

少し紹介する．その後，4.1節，4.2節ではそれぞれ前述した，標準高さ関数の下の評価を

使用した例 [8, Theorem3]，通常高さ関数と標準高さ関数の差の評価を使用した例 [4, 7

章]をそれぞれ紹介しようと思う．

謝辞

本論文を書くにあたり，ご多忙の中ご指導いただいた雪江明彦先生に深く感謝致します．

2 楕円曲線と高さ関数

記号を定義しつつ楕円曲線などについて少し紹介する．詳細は [2]，[3]を参照せよ．

以下，特に断らない限り K を数体，OK をその整数環，MK，M0
K，M∞

K をそれぞれ

K の素点全体からなる集合，有限素点全体からなる集合，無限素点全体からなる集合と

する．v を K の素点としたとき Kv を K の v における完備化，nv = [Kv : Qv]を局所次
数，| · |v を v に関する標準的な絶対値，v(x) = − log |x|v とする．
また v ∈ M0

K の場合，kv を v における K の剰余体，qv を kv の元の個数とする．

2.1 楕円曲線の基本

まず射影多様体の関数体と射影多様体間の有理写像について定義しておく．アフィ

ン多様体，射影多様体，その関数体，有理写像についての詳細は [2, 1 章] を見よ．

K[X] = K[X1, · · · , Xn] を K 上の n 変数多項式環として，射影空間 Pn(K̄),Pn(K)

の射影多様体について考える．V をアフィン多様体とすると，定義より V のイデア
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ル I(V ) ∈ K̄[X] は素イデアルとなる．特に，K 上の多様体 V について，イデアル

I(V/K) = {f ∈ K[X]| 任意の P ∈ V について f(P ) = 0} は K[X] の素イデアルと

なる．

定義 2.1. V/K のアフィン座標環 K[V ] を K[V ] = K[X]/I(V/K) で定義する．この

とき K[V ]は整域となる．K[V ]の商体を V/K の関数体といい，K(V )で表す．K̄[V ]，

K̄(V )も，K を K̄ に置き換えることで同様に定義する．

任意の f ∈ K̄[V ]に対し，well-definedな関数 f : V ∋ P 7→ f(P ) ∈ K̄ が導かれる事

に注意せよ．

V を射影多様体とすると，[2, 1章§ 2]での議論より，ある i ∈ {0，· · ·，n}について集
合と包含写像

Ui = {P = [x0, · · · , xn] ∈ Pn : xi ̸= 0},

ϕi : An ∋ (y1, · · · , yn) 7→ [y1, · · · , yi−1, 1, yi+1, · · · , yn] ∈ Pn,

で ϕ−1
i (V ∩ Ui) ̸= ∅となるものが存在する．このとき ϕ−1

i (V ∩ Ui)はアフィン多様体と
なる．

定義 2.2. 射影多様体 V/K の関数体 K(V ) とは ϕ−1
i (V ∩ Ui) の関数体のことをいう．

K̄(V )についても同様に定義する．

定義 2.3. V1，V2 を射影多様体とする．V1 から V2 への有理写像とは，写像

ϕ : V1 → V2, ϕ = [f0, · · · , fn],

である．ただし fi ∈ K̄(V1)で，P ∈ V1 に対し f(P ) = [f0(P )，· · ·，fn(P )] ∈ V2 となる

点で定義されるものをいう．

定義 2.4. V1，V2 を射影多様体とする．有理写像 ϕ = [f0，· · ·，fn] : V1 → V2 が点

P ∈ V1 で正則とは，ある関数 g ∈ K̄(V1)で，以下を満たすものが存在する時のことをい

う．

(i) それぞれの gfi が P で正則．

(ii) ある iが存在し，(gfi)(P ) ̸= 0．

また，全ての点で正則な有理写像を射という．

次にWeierstrass方程式により与えられる曲線 E の性質を見ていく．Weierstrass方程

式により与えられる曲線の性質の詳細については [2, 3章]を見よ．ただし，ここでの曲線

とは 1次元射影多様体のことを指す．
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定義 2.5. K を完全体，K̄ をK のある代数閉包とする．射影空間 P2(K )上の斉次方程式

Y 2Z + a1XY Z + a3Y Z
2 = X3 + a2X

2Z + a4XZ
2 + a6Z

3,

a1, · · · , a6 ∈ K̄,

をWeierstrass方程式といい，O = [0，1，0]をその基点という．

char(K) = 2，3 の場合は別に証明が必要だが，そうでない場合は変数変換により

Weierstrass方程式を簡単な形にすることができる．この方程式の係数や方程式の微分か

ら，判別式，j-不変量，不変微分を定義する．

定義 2.6. E を上のWeierstrass 方程式により与えられる曲線とする．このとき判別式

∆，j-不変量 j，不変微分 ω を

b2 = a1
2 + 4a2, b4 = 2a4 + a1a3, b6 = a3

2 + 4a6,

b8 = a1
2a6 + 4a2a6 − a1a3a4 + a2a3

2 − a4
2,

c4 = b2
2 − 24b4, c6 = −b23 + 36b2b4 − 216b6,

∆ = −b22b8 − 8b4
3 − 27b6

2 + 9b2b4b6, j = c4
3/∆,

ω =
dx

2y + a1x+ a3
=

dy

3x2 + 2a2x+ a4 − a1y
,

で定義する．

[2, 3章 Proposition1.4]より判別式によりその曲線が滑らかかどうかがわかる．

なめらかでないWeierstrass方程式で表わされる曲線について考える．P = (x0, y0)を

次の方程式

f(x, y) = y2 + a1xy + a3y − x3 − a2x
2 − a4x− a6 = 0,

の零点で，f(x, y) = 0の特異点であるものとする．このとき f(x, y)の P でのテイラー

展開より

f(x, y)− f(x0, y0) = ((y − y0)− α(x− x0))((y − y0)− β(x− x0))− (x− x0)
3,

と表わすことができる．これにより次を定義する．

定義 2.7. 上の状況で，α ̸= β の時，特異点 P をノード，α = β の時，特異点 P をカス

プという．

定義 2.8. 楕円曲線とは種数 1のなめらかな曲線 E とその基点 O ∈ E の対 (E,O)のこ

とをいう．
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楕円曲線 (E,O) に対し，定義 2.5 で定義した P2 上のWeierstrass 方程式で与えられ

る楕円曲線で (E,O)と同型となるものが存在する．[2, Exercise2.7]を使うことにより，

なめらかなWeierstrass方程式で与えられる曲線 E は種数 1になるので，特に次が成り

立つ．

命題 2.9. Weierstrass方程式で与えられているなめらかな曲線で，基点 O = [0, 1, 0]を

持つものは楕円曲線である．

楕円曲線と直線が交わる時，重複を含め 3点で交わることを利用し，楕円曲線の点集合

に群の演算を定めることができる．

定義 2.10. E を楕円曲線，P,Q ∈ E とする．Lを P，Qで E と交わる直線（P = Qの

ときは P で E に接する直線），Rを Lと E の 3つ目の交点とする．L′ を R，O と交わ

る直線とする．L′ と E の 3つ目の交点を P ⊕Qとして，E に群の演算を定義する．

この ⊕により，E は O を単位元とするアーベル群と

なり自然に Z加群となる．さらにこの演算を，点の座標
とWeierstrass方程式の係数で明示的に表すことができ

る ([2, 3章 Group Law Algorithm2.3])．以下 ⊕を +，

P の +に関する逆元を −P，m ≧ 0のとき P を m回

足したものとm < 0のとき −P を −m回足したものを
[m]P = mP で表記する．

定理 2.11. P0 = (x0, y0) ∈ E とすると，

−P0 = (x0,−y0 − a1x0 − a3),

となる．次に，
Pi = (xi, yi) ∈ E, i = 1, 2, 3, P1 + P2 = P3,

とする．このとき，もし x1 = x2 かつ y1 + y2 + a1x2 + a3 = 0ならば

P1 + P2 = O.

そうでなければ，λ，ν を以下で定義する．

このとき，x3 = λ2 + a1λ− a2 − x1 − x2，y3 = −(λ+ a1)x3 − ν − a3 と表わされる．

これにより，E が K 上定義されている場合は E(K) が E の部分群となることがわ

かる．
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λ ν

x1 ̸= x2
y2 − y1
x2 − x1

y1x2 − y2x1
x2 − x1

x1 = x2
3x21 + 2a2x1 + a4 − a1y1

2y1 + a1x1 + a3

−x31 + a4x1 + 2a6 − a3y1
2y1 + a1x1 + a3

楕円曲線は特異点を持たないWeierstrass 方程式で与えられているが，特異点を持つ

Weierstrass方程式で与えられる曲線も，その非特異点の集合がアーベル群となっている

([2, 3章§２ Singular Weierstrass Equations，特に Proposition2.5])．

楕円曲線の同型について，特に以下が [2, 3章 Proposition3.1]で示される．

命題 2.12. P2 上のWeierstrass方程式で表される楕円曲線 E1, E2 が楕円曲線 (E,O)と

同型とすると，変数変換

X = u2X ′ + r, Y = u3Y ′ + su2X ′ + t, u ∈ K∗, r, s, t ∈ K,

で移りあうものとなる．また，逆に P2 上のなめらかなWeierstrass方程式で与えられる

曲線は，基点を [0, 1, 0]に持つ楕円曲線となる．

楕円曲線 E とm ∈ Zについて，E のm捩れ部分群を

E[m] = {P ∈ E|[m]P = O},

で定義する．このとき以下が成り立つ．証明は [2, 3章 Corollary6.4]を見よ．

系 2.13. E を楕円曲線，m ∈ Z \ {0}とする．
(a) char(K) = 0又は 0 < p = char(K)がmを割り切らないとする．このとき

E[m] ∼= Z/mZ× Z/mZ,

が成り立つ．

(b) 0 < p = char(K)，任意の e = 1, 2, 3, · · · のとき，次のうち一つが成り立つ．

(i)E[pe] = {O}, (ii)E[pe] ∼= Z/peZ.
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2.2 最小Weierstrass方程式と還元

この節では K を離散付値 v に対し完備な局所体，R = {x ∈ K |v(x) ≧ 0}を K の整数

環，R∗ = {x ∈ K |v(x) = 0}を Rの単元群，M = {x ∈ K |v(x) > 0}を Rの極大イデア

ル，π をMの一意化変数 (つまりM = πRとなる)，k = R/Mを Rの剰余体とする．

E/K をWeierstrass方程式

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

で定義される楕円曲線とする．u ∈ K̄ \ {0} に対し，変数変換 (x, y) 7→ (u−2x, u−3y)

を行うことによって，E は係数 ai がそれぞれ uiai で置き換えられた方程式で与え

られる楕円曲線に移される ([2, table3.1])．この新しい楕円曲線は E と同型である

([2, Proposition3.1])．よって，この変数変換により E/K を表すWeierstrass 方程式で

a1, a2, a3, a4, a6 ∈ R となるように取ることができる．このとき v(∆) ≧ 0 となり，v は

離散付値なので v(∆)の値が最小となるような ai ∈ Rたちを取ることができる．

定義 2.14. E/K を楕円曲線とする．vでの E の最小 (Weierstrass)方程式とは，E を表

すWeierstrass 方程式で a1, a2, a3, a4, a6 ∈ R であり，v(∆) の値が最小となるものの事

をいう．このときの ∆を v での E の最小判別式という．

注意 2.15. 変数変換 (x, y) 7→ (u−2x, u−3y)を行うと，その前の判別式を ∆，変換後の

判別式を ∆′ と置くと ∆′ = u−12∆となる ([2, table3.1])ので，v(∆)の値は変数変換に

よって 12の倍数ずつ変化する．よって，

ai ∈ Rかつ v(∆) < 12 ⇒ このときのWeierstrass方程式は最小,

となる．同様に考えて c′4 = u−4c4，c′6 = u−6c6 なので

ai ∈ Rかつ v(c4) < 4 ⇒ このときのWeierstrass方程式は最小,

ai ∈ Rかつ v(c6) < 6 ⇒ このときのWeierstrass方程式は最小,

が成り立つ．もし char(k) ̸= 2，3ならばこの逆も成り立つ．

任意の楕円曲線は最小方程式を持ち，それは変数変換

x = u2x′ + r, y = u3y′ + u2sx′ + t, u ∈ R∗, r, s, t ∈ R,

で移りあうものを除いて一意的に定まる ([2, 7章 Proposition1.3])．
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自然な写像 R ∋ t 7→ t̃ ∈ k = R/πR に対し，楕円曲線 E/K の最小Weierstrass方程

式の係数を π の還元で考えたもの，つまり

Ẽ : y2 + ã1xy + ã3y = x3 + ã2x
2 + ã4x+ ã6,

で表わされるものを，π を法とした E の還元という．

次に P ∈ E(K )について，P の斉次座標を P = [x0, y0, z0]とおく．このとき，斉次座

標の定義より x0, y0, z0 ∈ R で x0, y0, z0 の少なくとも 1つが R∗ の元になるように取れ

る．このとき，[0̃, 0̃, 0̃] ̸= P̃ = [x̃0, ỹ0, z̃0] ∈ Ẽ(k)となる．よって還元写像

E(K) ∋ P 7→ P̃ ∈ Ẽ(k),

が定義される．

Ẽ/k はなめらかでなくなる場合もある．よって，Ẽns(k)を Ẽ(k)の非特異な点全体の

集合として，以下の集合を定める．

E0(K) = {P ∈ E (K)|P̃ ∈ Ẽns(k)}, E1(K) = {P ∈ E (K)|P̃ = Õ}.

このとき [2, 7章 Proposition1.3(b)]よりこれら 2つの集合は最小方程式の選び方によら

ずに定まる．

次が [2, 7章 Propositionp2.1]で示される．

命題 2.16. 可換群の完全列

o→ E1(K) → E0(K) → Ẽns(k) → 0,

が存在する．ここで E0(K) → Ẽns(k)は π を法とした還元写像によるものである．

特に，E0(K)は E (K)の指数有限な部分群となる ([2, 7章 cor6．2])．よって，玉河数

cv := [E (K ) : E0(K)] を定義することができる．命題 2.16 を使うことで次が示される．

証明は [2, 7章 Proposition3.1]を見よ．

命題 2.17. E/K を楕円曲線，m ≧ 1を char(k)と互いに素な整数とする．

(a) 部分群 E1(K )は位数mの捩れ点を持たない．

(b) Ẽ/k が非特異であるとする．このとき還元写像

E (K)[m] → Ẽ/k,

は単射となる．ここで E (K)[m]は E (K)の点で位数がmであるもの全体の集合である．
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命題 2.17を使うことで，数体上定義された楕円曲線の捩れ部分群を見つけることがで

きる．具体的な例は，[2, 7章 Example3.3.1, 3.3.2 ,3.3.3]を見よ．

定義 2.18. E/K を楕円曲線，Ẽ を，E の最小方程式の π を法とした還元とする．

(a) Ẽ が非特異であるとき，E は良い還元を持つという．

(b) Ẽ がノードを持つとき，E は乗法的な還元を持つという．

(c) Ẽ がカスプを持つとき，E は加法的な還元を持つという．

(b)，(c)のとき，E は悪い還元を持つという．

[2, 3章 Proposition1.4]を使うと次が従う．

命題 2.19. E/K を最小Weierstrass方程式

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

で与えられる楕円曲線，∆をこの式の判別式，c4 を定義 2.6で定められる係数とすると次

が成り立つ．

(a) E が良い還元を持つ事と v(∆) = 0となる，つまり ∆ ∈ R∗ となる事は同値である．

(b) E が乗法的な還元を持つ事と v(∆) > 0かつ v(c4) = 0となる，つまり ∆ ∈ Mかつ

c4 ∈ R∗ となる事は同値である．

(c) E が加法的な還元を持つ事と v(∆) > 0かつ v(c4) > 0となる，つまり∆, c4 ∈ Mと

なる事は同値である．

内田等の論文で使われている小平型とは，この還元の型の，特に悪い還元についてさら

に細かく分類したものである．

2.3 Mordell-Weil群

この節ではMordell-Weil群と高さ関数について説明する．

定義 2.20. E/K を楕円曲線とする．E のMordell-Weil群とは，E の有理点全体のなす

群 E(K)のことをいう．

Mordell-Weil群 E(K)は有限生成，つまり

E(K) ∼= E(K)tors × Zr, r ∈ N,

となる (ここで E(K)tors は E(K)の捩れ点全体の有限集合で，E(K)の捩れ部分群と言

う．また，Zr と同型な E(K) の部分群を E(K) の自由部分群，その基底を E(K) の基
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底，r を E(K) のランクという)．これを Mordell-Weil の定理という．これは，まず弱

Mordell-Weil 定理により m ≧ 2 に対し E(K)/mE(K) が有限群となる事を示し，さら

に E(K)に降下定理を使うことによって示される．弱Mordell-Weil定理と降下定理は以

下の通り．証明はそれぞれ [2, 8章§ 1]，[2, 8章§ 3]を見よ．

定理 2.21. [弱Mordell-Weil定理] K を数体，E/K を楕円曲線，m ≧ 2を整数とする．

このとき E(K)/mE(K)は有限群となる．

定理 2.22. [降下定理] Aを可換群とする．次の 3つの性質を満たす (高さ)関数 h : A→
Rが存在するとする．
(i) Q ∈ Aとする．このとき Aと Qに依存する定数 C1 で．任意の P ∈ Aに対し

h(P +Q) ≦ 2h(P ) + C1,

となるものが存在する．

(ii) Aに依存する整数m ≧ 2と定数 C2 で，任意の P ∈ Aに対し

h(mP ) ≧ m2h(P )− C2,

となるものが存在する．

(iii) 任意の定数 C3 に対し，集合

{P ∈ A|h(P ) ≦ C3},

は有限集合となる．

さらに，(ii)の整数mに対し商群 A/mAが有限であると仮定する．このとき Aは有限

生成となる．

したがって，降下定理を適用するためには，E(K)上で定理 2.22の (i)～(iii)を満たす

高さ関数を定義する必要がある．

2.4 高さ関数

定理 2.22 の (i)～(iii) を満たす高さ関数を作るために，まず次の高さについて考え

る．以下，P ∈ PN (Q̄) を斉次座標 P = [x0, · · · , xN ] を持ち，ある数体 K について

x0, · · · , xN ∈ K となるとする．

定義 2.23. P の (K による)高さを，

HK(P ) =
∏
v∈MK

max {|x0|v, · · · , |xN |v}nv ,
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で定義する．

このとき次が成り立つ．

命題 2.24. K を固定して P ∈ PN (K)とする．

(a) 高さ HK(P )は P の斉次座標の取り方によらず定まる．

(b) HK(P ) ≧ 1が成り立つ．

(c) L/K を有限次拡大とする．このとき

HL(P ) = HK(P )[L:K],

が成り立つ．

証明. (a) 計算と積公式 [2, 8章 product formula5.3]により示される．(b) 任意の点 P に

ついて，斉次座標の成分を少なくとも一つの成分が 1になるように取れるので成り立つ．

(c) 計算と拡大公式 [2, 8章 extension formula5.2]により示される．

詳しくは [2, 8章 Proposition5.4]を見よ．

HK(P )を使って，特定の数体によらない高さを定義する．

定義 2.25. P の (絶対)高さ H(P )を，

H(P ) : = HK(P )
1

[K:Q] ,

=

( ∏
v∈MK

max {|x0|v, · · · , |xN |v}nv

) 1
[K:Q]

,

で定義する．ただし，右辺は正の根を取るものとする．

このとき命題 2.24(c)より H(P )はK の選び方によらない．

例えば，P = [x0, · · · , xN ] ∈ PN (Q)の場合，x0, · · · , xN ∈ Z, gcd(x0, · · · , xN ) = 1 と

取れるので，このとき v が非アルキメデス的ならば max{|x0|v, · · · , |xN |v} = 1 となる．

よってこの場合 H(P ) = max{|x0|∞, · · · , |xN |∞}が成り立つ．ただし，| · |∞ は通常の
絶対値である．

H(P )に関して，特に次が成り立つ．証明は [2, 8章 Theorem5.11]を見よ．

定理 2.26. C を定数とする．このとき，集合{
P ∈ PN (Q̄)|H(P ) ≦ C かつ [Q(P ) : Q] ≦ d

}
,
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は有限な点集合となる．ここで Q(P ) は P の斉次座標の成分と Q を含む最小の体であ
る．特に，任意の数体K に対して集合{

P ∈ PN (K)|H(P ) ≦ C
}
,

は有限となる．

つまりH(P )は定理 2.22の (iii)を満たす．よってこのH(P )を使いさらに (i)，(ii)を

満たすような関数を構成していく．

E/K を楕円曲線としたとき，[2, 2章 Example2.2]で定数でない関数 f ∈ Ē(K)に対

し射 f : E → P1 で，

P 7→

{
[1, 0] P は f の極,

[f(P ), 1] その他,

となるものが定められる事を見た．これより E(K̄)上の高さ関数 Hf (P ) = H(f(P ))を

定義することができる．この Hf は対数を取ることにより，より良い性質を持つようにな

る事を紹介する．

定義 2.27. 射影空間上の (絶対対数)高さ関数 h : PN (Q̄) → Rを，

h(P ) : = logH(P ),

=
1

[K : Q]

∑
v∈MK

nv logmax {|x0|v, · · · , |xN |v} ,

で定義する．

このとき命題 2.24(b)より任意の P に対し h(P ) ≧ 0が成り立つ．

定義 2.28. E/K を楕円曲線，f ∈ K̄(E) を関数とする．E 上の (f による) 高さ関数

hf : E(K̄) → Rを

hf (P ) := h(f(P )),

で定義する．

このとき定理 2.26より次が成り立つ．証明は [2, 8章 Proposition6.1]を見よ．

命題 2.29. E/K を楕円曲線，f ∈ K̄(E)を定数でない関数とする．このとき任意の定数

C に対し，集合
{P ∈ E(K)|hf (P ) ≦ C} ,

は有限となる．
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また，hf と楕円曲線の加法には次の関係がある．証明は [2, 8章 Theorem6.2]を見よ．

定理 2.30. E/K を楕円曲線，f ∈ K̄(E)を偶関数，つまり点の −1倍写像 [−1]に対し

f ◦ [−1] = f が成り立つとする．このとき任意の P，Q ∈ E(K̄)に対して

hf (P +Q) + hf (P −Q) = 2hf (P ) + 2hf (Q) +O(1),

が成り立つ．ここで，O(1)は E と f のみに依存する．

定理 2.30を使うことで次が示される．証明は [2, 8章 Corollary6.4]を見よ．

系 2.31. E/K を楕円曲線，f ∈ K(E)を偶関数とする．

(a) Q ∈ E(K̄)とする．このとき任意の P ∈ E(K̄)に対し

hf (P +Q) ≦ 2hf (P ) +O(1),

となる．ここで O(1)は E と Qと f に依存する．

(b) m ∈ Zとする．このとき任意の P ∈ E(K̄)に対し

hf (mP ) = m2hf (P ) +O(1),

となる．ここで O(1)は E と f とmにのみ依存する．

よって，hf が定理 2.22の (i)，(ii)，(iii)を満たすことが，それぞれ系 2.31(a)，系 2.31(b)

のm = 2の場合，命題 2.29から示される．以上からMordell-Weilの定理が示される．

注意 2.32. [1]，[6]，[8]，[10]では，x : E → P1 を

P 7→

{
[1, 0] P = O,

[x(P ), 1] P ̸= O,ただし x(P )は P の x座標とする,

として，xによる高さ関数 hx を通常高さ関数としている．

命題 2.29や系 2.31より，通常高さ関数は O(1)を除けば二次形式の性質を持つ．極限

を使うことで hf から定理 2.22の (i)～(iii)を満たす E(K̄)上の高さ関数で二次形式とな

るものが構成されることが Néronや Tateによって示されている．[2]では Tateによるも

のを紹介している．

定義 2.33. 楕円曲線 E/K 上の標準 (又は Néron-Tate)高さ関数 ĥ，̂hE : E(K̄) → Rと
は，f ∈ K(E)を任意の偶関数としたとき

ĥ(P ) :=
1

deg(f)
lim
N→∞

4−Nhf (2
NP ),
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で定義される関数のことである．

1
deg(f) limN→∞ 4−Nhf (2

NP )が存在し，f の選び方によらずに関数が定まることにつ

いては [2, 8章 Proposition9.1]を見よ．

注意 2.34. [1]，[6]，[8]，[10]では標準高さ関数を limN→∞ 4−Nhx(2
NP )で定義してい

る．つまり [2]での標準高さ関数を ĥ，ĥ′ を limN→∞ 4−Nhx(2
NP )とすると，deg x = 2

より 2ĥ = ĥ′ となる．

ĥは次を満たす．証明は [2, 8章 Theorem9.3]を見よ．

定理 2.35. E/K を楕円曲線，ĥを E の標準高さ関数とする．

(a) 任意の P，Q ∈ E(K̄)に対し

ĥ(P +Q) + ĥ(P −Q) = 2ĥ(P ) + 2ĥ(Q),

が成り立つ．

(b) 任意の P ∈ E(K̄)と任意のm ∈ Zに対し

ĥ(mP ) = m2ĥ(P ),

が成り立つ．

(c) ĥは E 上の二次形式である．つまり，

⟨·, ·⟩ : E(K̄)× E(K̄) → R, ⟨P,Q⟩ = ĥ(P +Q)− ĥ(P )− ĥ(Q),

が双線形形式となる．

(d) P ∈ E(K̄)とする．このとき ĥ(P ) ≧ 0であり，ĥ(P ) = 0となる事と P が捩れ点で

あることは同値である．

(e) f ∈ K(E)を偶関数とする．このとき

(deg f)ĥ = hf +O(1),

が成り立つ．ここで O(1)は E と f に依存する．

定義からわかる通り，通常高さ関数は実際に値を求めることができるが標準高さ関数

にはそれが難しい．しかし，標準高さ関数は通常高さ関数にくらべて理論面で扱いやす

いという利点がある．例えば通常高さ関数は系 2.31 より m ∈ Z，P ∈ E(K) に対して

h(mP ) = m2h(P )+O(1)，となるが，標準高さ関数だと定理 2.35より h(mP ) = m2h(P )，

17



が成り立っていた．よって，標準高さ関数や標準高さ関数と通常高さ関数の差の評価を利

用する事で，その有用性を発揮することがある．例えば 4.1節や 4.2節ではそれぞれの点

の取りうる値を絞り込んだり，さらにその値と高さ関数の先述したような性質を利用する

ことでMordel-Weil群の生成元であるかどうか判定している．

一般に，Mordel-Weil群の捩れ点はその座標になり得る整数が限られ ([2, 8章§ 7])，特

に Q上の楕円曲線のMordel-Weil群の捩れ部分群は同型を除き 15種類のみである ([2, 8

章 Theorem7.5])．よって，捩れ部分群は比較的簡単に計算することができる (詳細は [2,

8章§ 7]を見よ)．しかし，一般の場合でMordel-Weil群のランクや基底を判定するよう

な方法は見つかってなく，さらに，任意の大きさのランクを持つ楕円曲線が存在すると予

想されている ([2, 8章 Conjecture10.1])．よって，標準高さ関数や標準高さ関数と通常高

さ関数の差のより良い評価を得ることが Mordel-Weil 群の性質を調べる上で重要となっ

てくるのである．

3 内田の論文

内田の論文 [1] では，J．E．Cremona，M．Prickett，S．Siksek[6] でのアルキメデ

ス的な素点での評価を改善することに成功している．内田の論文では 3.1 節で定義す

る Sv(m),Tv(m), (m ∈ Z,m ≧ 2) を使いアルキメデス的な素点での評価を得ている．

Sv(2), Tv(2)で評価したものが J．E．Cremona，M．Prickett，S．Siksekの論文での評

価である．h(P )− ĥ(P )は 3.3節で定義する局所高さ関数 λv を使うと

h(P )− ĥ(P ) =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

nv (logmax{1, |x(P )|v} − λv(P )) .

と表わされる．Sv(m),Tv(m)はmを∞に飛ばすことで，logmax{1, |x(P )|v} − λv(P )

のそれぞれ下限，上限となる (系 3.32)．よって，少なくとも理論上は，mを 2だけでな

く十分大きい値にすることでアルキメデス的な素点において任意の精度で評価を得ること

ができるのである．実際の計算結果は [1, 9章]を見よ．ここでの h，ĥはそれぞれ [1]で

の通常高さ関数，標準高さ関数を表すとする．

3.1 内田の論文の主定理

内田の論文では以下を主張している．

ϕm, ψ
2
m を等分多項式とする．等分多項式についての詳細は 3.2節を見よ．
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v ∈ MK ,mを正整数とする．関数 Φm,v : E (Kv) → Rを

(3.1) Φm,v(P ) =


1 (P = O),

max{|ϕm(x(P ))|v, |ψ2
m(x(P ))|v}

max{1, |x(P )|v}m2 (P ̸= O),

と定める．このとき Φm,v は有界連続関数であり，下限が 0よりも大きくなる．

(3.2) ϵ−1
m,v = inf

P∈E(Kv)
Φm,v(P )， δ−1

m,v = sup
P∈E(Kv)

Φm,v(P ),

とおいて，さらに

(3.3) Sv(m) =
log δm,v
m2 − 1

, Tv(m) =
log ϵm,v
m2 − 1

,

とおく．また，αv を E の v ∈ M0
K における小平型と玉河数 cv によって定まる定数 (具

体的な値は [1, Table1]を見よ)，qv を v におけるK の剰余体 kv の元の個数とする．

主定理は以下の通り．

定理 3.4. m ≧ 2を整数とする．このとき任意の P ∈ E (K )に対して

1

[K : Q]

∑
v∈M∞

K

nvSv(m) ≦ h(P )− ĥ(P )

≦ 1

[K : Q]

∑
v∈M∞

K

nvTv(m) +
1

[K : Q]

∑
v∈M0

K

(
αv +

1

6
ordv

(
∆

∆min
v

))
log qv,

が成り立つ．

αv については命題 3.20や [6, Proposition6，Proposition8]を見よ．

3.2 等分多項式

等分多項式 ϕm，ψm ∈ K [X,Y ] とは，m = 0, 1, 2, 3, · · · , P ∈ E (K ) に対し mP の座

標の分子，分母を表すことのできる多項式のことである．P = (x, y) ∈ E (K )としたとき

ϕm(x, y), ψ2
m(x, y)は xのみで表すことができ (命題 3.7)，このとき互いに素な多項式と

なる (命題 3.10)．ϕm(x, y), ψ2
m(x, y) を使うと P の x 座標を表すことができるが，y 座

標を表すためにはもう一つの等分多項式を使わなければならない．詳しくは [7] を見よ．

ここでは等分多項式の定義と性質について少し紹介する．
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定義 3.5. ϕm, ψm ∈ K [X,Y ]を以下で定める．

ϕ1 = X, ϕ2 = X4 − b4X
2 − 2b6X − b8,

ψ0 = 0, ψ1 = 1, ψ2 = 2Y + a1X + a3, ψ3 = 3X4 + b2X
3 + 3b4X

2 + 3b6X + b8,

ψ4 = ψ2 ·
(
2X6 + b2X

5 + 5b4X
4 + 10b6X

3 + 10b8X
2 + (b2b8 − b4b6)X + (b4b8 − b26)

)
,

m ≧ 2,について，

ϕm = Xψ2
m − ψm−1 · ψm+1,

ψ2m+1 = ψm+2 ·ψ3
m−ψm−1 ·ψ3

m+1, ψ2 ·ψ2m = ψm ·
(
ψm+2 · ψ2

m−1 − ψm−2 · ψ2
m+1

)
,

この ϕm，ψm を等分多項式という．

等分多項式について次が成り立つ．

命題 3.6. P = (x, y) ∈ E (K ),m ≧ 0を整数とする．このとき，mP = O であることと

ψm(x, y) = 0であることは同値であり，mP ̸= O のとき，

x(mP ) =
ϕm(x, y)

ψm(x, y)2
,

が成り立つ．

証明. C の格子 L と，Weierstrass ℘ 関数から導かれる関数 p, p̃ : C → C ∪ {∞} で，
C/L ∋ z( mod L) 7→ (p, p̃) ∈ E が同型射となるものが存在する．この p について，

p(nz) − p(mz) = −ψn+m(z)ψn−m(z)
ψn(z)2ψm(z)2 , (m,n ∈ N, n ̸= m) が [7, Lemma2.19] で示さ

れる．この m = 1 の場合と ϕn = Xψ2
n − ψn−1ψn+1 より導かれる．詳しくは [7, 2

章,Theorem1.19]を見よ．

命題 3.7. P = (x, y) ∈ E (K )とすると，ϕm(x, y), ψ2
m(x, y) ∈ Z[b2, b4, b6, b8, x]であり，

それぞれ xの多項式として考えたとき，

(a) ϕm は次数m2 で最高次の係数は 1，

(b) ψ2
m は次数m2 − 1で最高次の係数はm2，

となる．

命題 3.7を示すために，まず次を示す．

命題 3.8. mが偶数のとき，ψ−1
2 ψm ∈ Z[b2, b4, b6, b8, x]であり，xの多項式として見た

とき ψ−1
2 ψm は次数が m2−4

2 ，最高次の係数が m
2 となる．

また，mが奇数のとき，ψm ∈ Z[b2, b4, b6, b8, x]であり，xの多項式として見たとき ψm

は次数が m2−1
2 ，最高次の係数がmとなる．
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証明. m を偶数とする．まず ψm ∈ Z[b2, b4, b6, b8, x] = F となる事を示す．F ∋
ψ1, ψ3, ψ

−1
2 ψ0, ψ

−1
2 ψ2, ψ

−1
2 ψ4 は明らかである．m > 4 として m − 1 まで成り立つと

する．この時m = 2k, (k > 2)と置ける．

ψ2ψ2k = ψk
(
ψk+2ψ

2
k−1 − ψk−2ψ

2
k+1

)
,

より，
ψ−1
2 ψ2k = ψ−2

2 ψk
(
ψk+2ψ

2
k−1 − ψk−2ψ

2
k+1

)
.

k が奇数のとき，k > 2 から m = 2k > k, k ± 2, k ± 1 なので帰納法の仮定より

ψk, ψk±2, ψ
−1
2 ψk±1 ∈ F となるので，

(3.9) ψ−1
2 ψ2k = ψk

(
ψk+2

(
ψ−1
2 ψk−1

)2 − ψk−2

(
ψ−1
2 ψk+1

)2) ∈ F.

k が偶数の場合も同様にして示される．

次に ψ−1
2 ψm の次数が m2−4

2 ，最高次の係数が m
2 となる事を示す．m = 0, 1, 2，3, 4

の時成り立つことは明らかである．m > 4 として m − 1 まで成り立つとする．この時

m = 2k, (k > 2) と置ける．k が奇数のとき (3.9) を使うと，k > 2 から m = 2k >

k, k ± 2, k ± 1なので帰納法の仮定を使うと

ψ−1
2 ψ2k =ψk

(
ψk+2

(
ψ−1
2 ψk−1

)2 − ψk−2

(
ψ−1
2 ψk+1

)2)
,

=
(
kx

k2−1
2 + . . .

){(
(k + 2)x

(k+2)2−1
2 + . . .

)(
k − 1

2
x

(k−1)2−4
2 + . . .

)2

−
(
(k − 2)x

(k−2)2−1
2 + . . .

)(
k + 1

2
x

(x+1)2−4
2 + . . .

)2
}
,

=
(
kx

k2−1
2 + . . .

){ (k + 2)(k − 1)2

4
x

3k2−3
2 − (k − 2)(k + 1)2

4
x

3k2−3
2 + . . .

}
,

=
(
kx

k2−1
2 + . . .

)
(x

3k2−3
2 + . . . ),

=
2k

2
x

(2k)2−4
2 + . . . ,

となり，k が奇数のときに成り立つ．k が偶数の時も同様にして示される．

mが奇数の時も同様にして示される．

命題 3.7の証明. 命題 3.8を使い，命題 3.7を示す．まず ψ2
m について命題 3.7を示して
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いく．mが奇数のときは明らかに命題 3.7(b)が成り立ち，mが偶数のときも，

ψ2
2 =(2y + a1x+ a3)

2

=4y2 + a21x
2 + a23 + 2 (2a1xy + a1a3x+ 2a3y)

=4
(
x3 + a2x

2 + a4x+ a6
)
+ a21x

2 + a23 + 2a1a3x

=4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6 ∈ F,

と ψ2
m = ψ2

2(ψ
−1
2 ψm)2 から ψ2

m ∈ F，次数が 3 + m2−4
2 · 2 = m2 − 1，最高次の係数が

4 · m
2

4 = m2 となり，以上から命題 3.7(b)が示された．

以上の結果を使って ϕm について (a) を示していく．ϕm = xψ2
m − ψm−1ψm+1 より，

mを奇数とすると

ϕm =xψ2
m − ψ2

2

(
ψ−1
2 ψm−1

) (
ψ−1
2 ψm+1

)
,

=x
(
m2xm

2−1 + . . .
)
−
(
4x3 + . . .

)(m− 1

2
x

(m−1)2−4
2 + . . .

)(
m+ 1

2
x

(m+1)2−4
2 + . . .

)
,

=m2xm
2

− (m− 1)(m+ 1)xm
2

+ . . . ,

=xm
2

+ . . . ,

となり，この場合に命題 3.7(a)が成り立つ．mが偶数のときも同様にして示されるので，

以上から命題 3.7が示された．

命題 3.10. ϕm と ψ2
m は互いに素な多項式．

証明. ある m > 1が存在し，ϕm と ψ2
m が共通の既約な多項式 θ(x)を持つ場合の最小の

自然数であるとする．

(i) m = 2k の場合は (k ≧ 1)，[7, Proposition1.23]より

∆ =
(
−48x2 − 8b2x+ b22 − 32b4

)
ϕ2(x) +

(
12x3 − b2x

2 − 10b4x+ b2b4 − 27b6
)
ψ2
2(x),

が成り立つので，x = ϕk

ψ2
k
を代入すると

∆ =

(
−48

ϕ2k
ψ4
k

− 8b2
ϕk
ψ2
k

+ b22 − 32b4

)
ϕ2

(
ϕk
ψ2
k

)
+

(
12
ϕ3k
ψ6
k

− b2
ϕ2k
ψ4
k

− 10b4
ϕk
ψ2
k

+ b2b4 − 27b6

)
ψ2
2

(
ϕk
ψ2
k

)
,

ここで，[7, Exercise1.6.13]より n, k ∈ Z>0 に対し

ϕnk(x) = ψ2n2

k (x)ϕn

(
ϕk(x)

ψ2
k(x)

)
, ψ2

nk(x) = ψ2n2

k (x)ψ2
n

(
ϕk(x)

ψ2
k(x)

)
,(3.11)
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が成り立つので，n = 2として上の等式に使うと，

∆ =

(
−48

ϕ2k
ψ4
k

− 8b2
ϕk
ψ2
k

+ b22 − 32b4

)
ϕ2k
ψ8
k

+

(
12
ϕ3k
ψ6
k

− b2
ϕ2k
ψ4
k

− 10b4
ϕk
ψ2
k

+ b2b4 − 27b6

)
ψ2
2k

ψ8
k

,

となるので

ψ14
k ∆ =

{
−48ϕ2k − 8b2ϕkψ

2
k + (b22 − 32b4)ψ

4
k

}
ϕ2kψ

2
k

+
{
12ϕ3k − b2ϕ

2
kψ

2
k − 10b4ϕkψ

4
k + (b2b4 − 27b6)ψ

6
k

}
ψ2
2k,

θ は ϕ2k, ψ
2
2k を割り切るので ψ14

k も割り切る．θ は既約なので θ は ψ2
k も割り切る．ま

た，(3.11)より

ϕ2k(x) = ψ8
k(x)ϕ2

(
ϕk(x)

ψ2
k(x)

)
= ψ8

k(x)

(
ϕ4k(x)

ψ8
k(x)

− b4
ϕ2k(x)

ψ4
k(x)

− 2b6
ϕk(x)

ψ2
k(x)

− b8

)
,

= ϕ4k − b4ϕ
2
kψ

4
k − 2b6ϕkψ

6
k − b8ψ

8
k,

よって θ は ϕk も割り切るが，これはmの取り方に矛盾する．

(ii) m = 2k+1の場合は (k ≧ 0)，等分多項式の定義より ϕm = xψ2
m −ψm−1ψm+1 より

ψ2
m−1ψ

2
m+1 = (xψ2

m − ϕm)2 なので，θは ψ2
m+1 又は ψ2

m−1 を割り切る．ψ
2
m+1 を割り切

るとすると，

ϕ2m+1 =
(
xψ2

m+1 − ψmψm+2

)2
= x2ψ4

m+1 − 2xψ2
m+1ψmψm+2 + ψ2

mψ
2
m+2,

より θは ϕm+1 を割り切るので矛盾が導かれる．ψ2
m−1 の場合も同様にして矛盾が導かれ

る．

次の節で紹介する v ∈ MK ごとの局所高さ関数を使った和で通常高さ関数と標準高

さ関数の差 (3.3 節でさらに関数 Ψv を定義し，その和で表される) を表すことができ

る．内田の論文では，任意の m ≧ 2 について Φm,v を定義し，この Φm,v を使って局所

高さ関数を表している．そしてこの Φm,v の上限下限を使って Ψv の評価を表したのが

Sv(m),Tv(m)である．J.E. Cremona, M. Prickett, S. Siksekの [6]の論文で使われてい

るのは Sv(2),Tv(2)であるが，3.4節で任意の m ≧ 2に対し Sv(m) ≦ Ψv(P ) ≦ Tv(m)

が，3.5節で任意の m ≧ 2, l ≧ 1に対し Sv(m) ≦ Sv(m
l), Tv(m

l) ≦ Tv(m)が示され

る．この様な性質は，v ごとの Φm,v と Ψv の m を変化させることから来る性質から導

かれる．内田の論文では，これらの性質を利用することでより良い評価を得ているので

ある．
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3.3 局所高さ関数

この節では局所高さ関数について述べる．局所高さ関数とは，Weierstrass方程式と素

点 v により定まる高さ関数であり，その素点がアルキメデス的である場合と非アルキメデ

ス的である場合でそれぞれ具体的な形で表される．詳細は [3, 6 章] を見よ．局所高さ関

数はその和で標準高さ関数を表すことができるので，標準高さ関数と通常高さ関数の差を

表す際に重要な役割を果たす．

命題 3.12. Φm,v は E(Kv)上の有界連続関数で，

inf
P∈E(Kv)

Φm,v(P ) > 0，

が成り立つ．

証明. ϕm(x(P )), ψ2
m(x(P )), x(P )は連続なので，P ∈ E (Kv)⧹{O}で Φm,v は連続．ま

た，P → O とするとき x(P ) → ∞となる事と命題 3.7より，

lim
P→O

Φm,v(P ) = lim
P→O

max{|ϕm(x(P ))|v, |ψ2
m(x(P ))|v}

max{1, |x(P )|v}m2 ,

= lim
P→O

|ϕm(x(P ))|v
|x(P )|m2

v

,

= 1 = Φm,v(O).

よって，Φm,v は P = O でも連続となる．

また，P2(Kv)はコンパクトで E (Kv) ⊂ P2(Kv)は閉集合なので，E (Kv)はコンパクト

である．よって Φm,v は有界な関数となる．

明らかにP ∈ E (Kv)でΦm,v(P ) ≧ 0なので，後半を示すために infP∈E(Kv) Φm,v(P ) =

0と仮定する．E (Kv)はコンパクトなので，ある P ∈ E (Kv)で Φm,v(P ) = 0を満たす

ものがある．このとき P ̸= O なので，定義より ϕm(x(P )) = ψ2
m(x(P )) = 0となる．し

かし，命題 3.10より ϕm, ψ
2
m は互いに素なので矛盾となる．

定義 3.13. 局所高さ関数 λv : E (Kv)⧹{O} → Rを，

λv(P ) = logmax{1, |x(P )|v}+
∞∑
i=0

1

4i+1
log Φ2,v(2

iP ),

で定義する．

24



命題 3.14. (a) λv は E (Kv)⧹{O}上で連続であり，Oの任意の近傍の補集合上で有界で
ある．

(b) 極限
lim
P→O

{λv(P )− log |x(P )|v} ,

が存在する．

(c) P,Q ∈ E (Kv)が P ̸= O,Q ̸= O,P ±Q ̸= O ならば，

λv(P +Q) + λv(P −Q) = 2λv(P ) + 2λv(Q)− 2 log |x(P )− x(Q)|v,

が成り立つ．

(d) 任意の整数m > 0に対して P ∈ E (Kv),mP ≠ O ならば，

λv(mP ) = m2λv(P )− log |ψ2
m(x(P ))|v,

が成り立つ．

証明. (a) P ∈ E (Kv)⧹{O}の実数値関数 1
4i+1 log Φ2,v(2

iP )は命題 3.12とE (Kv)⧹{O}
のコンパクト性より有界連続関数となる．よって Weierstrass の M 判定法より∑∞
i=0

1
4i+1 log Φ2,v(2

iP )は一様収束するので連続となり，よって λv(P )は連続関数とな

る．また，Oの任意の近傍の補集合は E (Kv)の閉集合なので，E (Kv)のコンパクト性よ

りこれもまたコンパクトとなる．よって λv(P )は O の任意の近傍の補集合上で有界とな

る．

(b) P → O とすると |x(P )|v → ∞となるので，O に十分近い P を取って来れば

λv(P )− log |x(P )|v = log |x(P )|v +
∞∑
i=0

1

4i+1
log Φ2,v(2

iP )− log |x(P )|v,

=

∞∑
i=0

1

4i+1
log Φ2,v(2

iP ).

命題 3.12より log Φ2,v(2
iP )は O でも定義されて連続なので，

∑∞
i=0

1
4i+1 log Φ2,v(2

iP )

は O でも連続関数となる．log Φ2,v(2
iP )は有界なので，limP→O {λv(P )− log |x(P )|v}

が存在する．

(c) まずアルキメデス的な素点での具体的な式を求めて，その式で (つまり C上で)(c)が

成り立つ事を示し，さらに Qp の拡大体でも (c)が成り立つ事を示す．詳しくは [3, 6章

§ 3, Exercise6.3]を見よ．

(d) 命題 3.17の証明と同様にして示される．
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命題 3.15. 関数 λv : E (Kv)⧹{O} → R がある整数 m ≧ 2 に対して命題 3.14 の (a)，

(b)，(d)を満たせば一意的に定まる．

証明. ある m ≧ 2 に対して λv, λ
′
v が命題 3.14 の (a)，(b)，(d) を満たすとする．Λ :

E (Kv) → Rを，

Λ(P ) =

{
lim
Q→O

(λv(Q)− λ′v(Q)) (P = O),

λv(P )− λ′v(P ) (P ̸= O),

と定義する．

(b)より P = O で Λ(P )は P = O で well-defined．(a)より Λは E (Kv)上で有界な

連続関数となる．

したがって，あるM > 0で，任意の P ∈ E (Kv)に対して |Λ(P )| ≦ M を満たすもの

が存在する．(d)より，任意のmP ̸= Oとなる P ∈ E (Kv)に対して Λ(mP ) = m2Λ(P )

が成り立つ．しかし，mP = O となる集合はMordell-Weilの定理より E (Kv)の離散部

分集合であり Λは連続関数なので，この等式はmP = O の時も成立する．したがって，

|Λ(P )| =
∣∣∣∣Λ(miP )

m2i

∣∣∣∣ ≦ M

m2i
,

となる．これより Λ(P ) = 0となるので，λv = λ′v が示された．

注意 3.16. [3]では命題 3.14(a)，(b)と λv(2P ) = 4λv(P )− log |ψ2
2(x(P ))|v+ 1

4 log |∆|v
が成り立つ関数 λv : E (Kv)⧹{O} → Rを局所高さ関数と定義している．

命題 3.17. 整数m ≧ 2に対して，

λv(P ) = logmax{1, |x(P )|v}+
∞∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ), P ∈ E (Kv)⧹{O},

が成り立つ．

証明. 上の式の右辺を λ′v(P )とおく．このとき，

|λv(P )− λ′v(P )| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

(
1

4i+1
log Φ2,v(2

iP )− 1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP )

)∣∣∣∣∣ ,
≦
∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

1

4i+1

(
log Φm,v(m

iP )− log Φ2,v(2
iP )
)∣∣∣∣∣ ,
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命題 3.12より log Φm,v(m
iP ) − log Φ2,v(2

iP )も連続で有界，E (Kv)はコンパクトなの

で，この最大値をM ∈ Rとおくと，

|λv(P )− λ′v(P )| ≦M

∞∑
i=0

1

4i+1
.

λv は (a)，(b)を満たすので，これより λ′v は命題 3.14の (a)，(b)を満たす．

mについて (d)を示す．

λ′v(mP ) = logmax{1, |x(mP )|v}+
∞∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

i+1P ),

= logmax

{
1,

∣∣∣∣ϕm(x(P ))

ψ2
m(x(P ))

∣∣∣∣
v

}
+m2

∞∑
i=1

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ), (命題 3.6より),

= logmax{|ϕm(x(P ))|v, |ψ2
m(x(P ))|v} − log |ψ2

m(x(P ))|v + logmax{1, |x(P )|v}m
2

− logmax{1, |x(P )|v}m
2

+m2
∞∑
i=1

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ),(
logmax

{
1,

∣∣∣∣ϕm(x(P ))

ψ2
m(x(P ))

∣∣∣∣
v

}
を分けて, logmax{1, |x(P )|v}m

2

を足して引いた

)
,

=m2 logmax{1, |x(P )|v}+m2 1

m2
log Φm,v(P ) +m2

∞∑
i=1

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP )

− log |ψ2
m(x(P ))|v, (Φm,vの定義より),　

=m2λ′v(P )− log |ψ2
m(x(P ))|v, (λ′vの定義より).

よって λ′v はmについて (d)を満たすので，命題 3.15より λv = λ′v が示された．

標準高さ関数は局所高さ関数の和で表わされる．

命題 3.18. 任意の P ∈ E (Kv)⧹{O}に対して

ĥ(P ) =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

nvλv(P ),

が成り立つ．

証明. このとき λv(P ) ̸= 0となる項は有限個なので，この等式の右辺は well-definedとな

る．L(P ) := 1
[K :Q]

∑
v∈MK

nvλv(P )とおく．この時，積公式 [2, 8章 product formula5.3]

等により，任意の P ∈ E(K̄)について L([2]P ) = 4L(P ), L(P ) = 1
2h(P ) +O(1)(この h

は [1]の通常高さ関数である)が成り立つ．よって [2, 8章 Theorem9.3]より L = ĥが示

される．詳細は [3, 6章§ 2]を見よ．
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命題 3.18より通常高さ関数と標準高さ関数の差は以下で表わされる．

h(P )− ĥ(P ) =
1

[K : Q]

∑
v∈MK

nv (logmax{1, |x(P )|v} − λv(P )) .

よって，Ψv : E (Kv) → Rを，

Ψv(P ) =

{
0 (P = O),

logmax{1, |x(P )|v} − λv(P ) (P ̸= O),

と定義すれば，Ψv の評価から h− ĥの評価が得られる．

命題 3.19. Ψv は E (Kv)上の有界連続関数である．

証明. λv の定義より，任意の P ∈ E (Kv)⧹{O}に対して

Ψv(P ) = −
∞∑
i=0

1

4i+1
log Φ2,v(2

iP ),

命題 3.14(a) の証明と同様にして −
∑∞
i=0

1
4i+1 log Φ2,v(2

iP ) が一様収束することが示さ

れるので，Ψv は E (Kv)上で連続となる．E (Kv)はコンパクトなので Ψv は有界となり，

命題が証明された．

v ∈ M0
K としたとき，以下の結果が知られている．

命題 3.20. v ∈ M0
K とする．このとき，

inf
P∈E(Kv)

Ψv(P ) = 0,

sup
P∈E(Kv)

Ψv(P ) =

(
αv +

1

6
ordv

(
∆

∆min
v

))
log qv
nv

,

が成り立つ．

証明. Ψv の定義より

Ψv(P ) =

{
0 (P = O),

logmax{1, |x(P )|v} − λv(P ) (P ̸= O),

だったが，[6, Proposition8の claim1]より

Ψv(P ) =

{
0 P ∈ E0(E (Kv)),

− λv(P ) その他,
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が成り立つ．さらに [6, Proposition6]より − nv

log qv
λv の値が E の v における小平型と玉

河数により定まることが示されている．よってこれらの値から αv が定められることで上

限下限が得られる．詳しくは [6, Proposition8]を見よ．

3.4 内田の主定理の証明

ここでは定理 3.4を命題 3.20と，以下の命題 3.21から示す．

命題 3.21. m ≧ 2を整数とする．このとき任意の P ∈ E (Kv)に対して

Sv(m) ≦ Ψv(P ) ≦ Tv(m),

が成り立つ．

証明. 命題 3.17より，任意の P ∈ E (Kv)⧹{O}に対して

Ψv(P ) = −
∞∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ),

が成り立つ．命題 3.19 の証明と同様に考えるとこの等式は P = O でも成立する．ϵm,v

と δm,v の定義より
log δm,v ≦ − log Φm,v(m

iP ) ≦ log ϵm,v,

が成り立つ．また，
∑∞
i=0

1
m2(i+1) = 1

m2−1 なので，

Sv(m) =
log δm,v
m2 − 1

≦ −
∞∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ),

≦ log ϵm,v
m2 − 1

= Tv(m),

が成立する．

定理 3.4の証明. 命題 3.20より

0 ≦
∑
v∈M0

K

nvΨv(P ) ≦
∑
v∈M0

K

(
αv +

1

6
ordv

(
∆

∆min
v

))
log qv.
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これと命題 3.21と h(P )− ĥ(P ) = 1
[K :Q]

∑
v∈MK

nvΨv(P )より，

1

[K : Q]

∑
v∈M∞

K

nvSv(m) ≦h(P )− ĥ(P ),

≦ 1

[K : Q]

∑
v∈M∞

K

nvTv(m)

+
1

[K : Q]

∑
v∈M0

K

(
αv +

1

6
ordv

(
∆

∆min
v

))
log qv,

となり，定理 3.4が証明される．

3.5 Sv(m)のmを変化させることによる評価への影響

ここでは，Sv(m) の m を変化させる，特に {Sv(mi)}∞i=1, {Tv(mi)}∞i=1 がそれぞれ単

調増加列，単調減少列となり，さらにmを∞に飛ばしたとき Sv(m),Tv(m)がそれぞれ

Ψv(P )の下限，上限になることを見る．

命題 3.22. m ≧ 2，l ≧ 1を整数とする．このとき

Sv(m) ≦ Sv(m
l), Tv(m

l) ≦ Tv(m),

が成り立つ．

注意 3.23. m′|m ならば Sv(m) ≦ Sv(m
′),Tv(m

′) ≦ Tv(m) は必ずしも真にはならな

い．詳しくは [1, 9章]を見よ．

まず次の補題を示す．

補題 3.24. m > 0を整数とする．このとき任意の P ∈ E (Kv)に対して

Ψv(mP ) = log Φm,v(P ) +m2Ψv(P ),

が成り立つ．

証明. P = (x, y)とおく．m = 1のとき，ϕ1(X,Y ) = X,ψ1(X,Y ) = 1より

Φ1,v(P ) =


1 (P = O),

max{|x(P )|v, 1}
max{1, |x(P )|v}12

(P ̸= O),

= 1,

(3.25)
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なので，このとき成立する．

m ≧ 2とする．命題 3.17より Ψv(P ) = −
∑∞
i=0

1
m2(i+1) log Φm,v(m

iP )だったので

m2Ψv(P ) = −
∞∑
i=0

1

m2i
log Φm,v(m

iP ),

= − log Φm,v(P )−
∞∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

i+1P ),

= − log Φm,v(P ) + Ψv(mP ).

よって主張が成り立つ．

補題 3.26. m，m′ > 0を整数とする．このとき任意の P ∈ E (Kv)に対して

log Φmm′,v(P ) = m′2 log Φm,v(P ) + logΦm′,v(mP ),

が成り立つ．

証明. 補題 3.24より，

Ψv(mP ) = log Φm,v(P ) +m2Ψv(P ),(3.27)

Ψv(mm
′P ) = log Φm′,v(mP ) +m′2Ψv(mP ),(3.28)

Ψv(mm
′P ) = log Φmm′,v(P ) + (mm′)2Ψv(P ).(3.29)

m′2 · (3.27) + (3.28)− (3.29)より求める式が得られる．

系 3.30. m ≧ 2, l ≧ 1を整数とする．このとき任意の P ∈ E (Kv)に対して

1

m2l
log Φml,v(P ) =

l−1∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ),

が成り立つ．

証明. 補題 3.26より，

l−1∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ) =

l−1∑
i=0

1

m2(i+1)

(
log Φmi+1,v(P )−m2 log Φmi,v(P )

)
,

=
l−1∑
i=0

(
1

m2(i+1)
log Φmi+1,v(P )−

1

m2i
log Φmi,v(P )

)
,

=
1

m2l
log Φml,v(P )− log Φ1,v(P ),

=
1

m2l
log Φml,v(P ), (Φ1,v(P ) = 1より).
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補題 3.24 から補題 3.26 を，補題 3.26 から系 3.30 を示してきた．系 3.30 を使い命題

3.22を示していく．

命題 3.22の証明. 系 3.30，

1

m2l
log Φml,v(P ) =

l−1∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP ),

の両辺の上限を取ると，

log δ−1
ml,v

m2l
= sup
P∈E(Kv)

1

m2l
log Φml,v(P ) = sup

P∈E(Kv)

(
l−1∑
i=0

1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP )

)
,

≦
l−1∑
i=0

sup
P∈E(Kv)

(
1

m2(i+1)
log Φm,v(m

iP )

)
,

≦
l−1∑
i=0

log δ−1
m,v

m2(i+1)
,

=
m2l − 1

m2l(m2 − 1)
log δ−1

m,v.

よって

log δ−1
ml,v

m2l − 1
≦

log δ−1
m,v

m2 − 1
,

Sv(m) =
log δm,v
m2 − 1

≦ log δml,v

m2l − 1
= Sv(m

l),

となり Sv について主張が成り立つ．Tv も同様にして示せばよい．

命題 3.31. m ≧ 2を整数とする．このとき，

0 ≦ inf
P∈E(Kv)

Ψv(P )− Sv(m) ≦ 1

m2 − 1

(
sup

P∈E(Kv)

Ψv(P )− inf
P∈E(Kv)

Ψv(P )

)
,

0 ≦ Tv(m)− sup
P∈E(Kv)

Ψv(P ) ≦
1

m2 − 1

(
sup

P∈E(Kv)

Ψv(P )− inf
P∈E(Kv)

Ψv(P )

)
,

が成り立つ．
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証明. 命題 3.21の Sv(m) ≦ Ψv(P ) ≦ Tv(m)より 0 ≦ infP∈E(Kv) Ψv(P )− Sv(m)が成

り立つ．また，補題 3.24 log Φm,v(P ) = Ψv(mP )−m2Ψv(P )の両辺の上限を取ると，

log δ−1
m,v = sup

P∈E(Kv)

log Φm,v(P ) = sup
P∈E(Kv)

(Ψv(mP )−m2Ψv(P )),

≦ sup
P∈E(Kv)

Ψv(mP )− inf
P∈E(Kv)

m2Φm,v(P ),

≦ sup
P∈E(Kv)

Ψv(P )−m2 inf
P∈E(Kv)

Φm,v(P ),

より，

−Sv(m) =
log δ−1

m,v

m2 − 1
≦ 1

m2 − 1

(
sup

P∈E(Kv)

Ψv(P )−m2 inf
P∈E(Kv)

Φm,v(P )

)
,

=
1

m2 − 1

(
sup

P∈E(Kv)

Ψv(P )− inf
P∈E(Kv)

Φm,v(P )

)
− inf
P∈E(Kv)

Ψv(P ),

よって

inf
P∈E(Kv)

Ψv(P )− Sv(m) ≦ 1

m2 − 1

(
sup

P∈E(Kv)

Ψv(P )− inf
P∈E(Kv)

Φm,v(P )

)
,

が成り立ち，前半が示された．後半も同様にして示される．

系 3.32.

lim
m→∞

Sv(m) = inf
P∈E(Kv)

Ψv(P ), lim
m→∞

Tv(m) = sup
P∈E(Kv)

Ψv(P ),

が成り立つ．

証明. 命題 3.19より Ψv は E (Kv)で有界なので，命題 3.31より従う．

系 3.33. m ≧ 2を整数とする．このとき，

0 ≦ inf
P∈E(Kv)

Ψv(P )− Sv(m) ≦ 1

m2
(Tv(m)− Sv(m)),

0 ≦ Tv(m)− sup
P∈E(Kv)

Ψv(P ) ≦
1

m2
(Tv(m)− Sv(m)),

が成り立つ．

証明. 命題 3.31より

m2 inf
P∈E(Kv)

Ψv(P )− (m2 − 1)Sv(m) ≦ sup
P∈E(Kv)

Ψv(P ),
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したがって

m2 inf
P∈E(Kv)

Ψv(P )−m2Sv(m) ≦ sup
P∈E(Kv)

Ψv(P )− Sv(m),

系 3.32 の limm→∞ Tv(m) = supP∈E(Kv) Ψv(P ) と命題 3.21 の Sv(m) ≦ Ψv(P ) ≦
Tv(m)より supP∈E(Kv) Ψv(P ) ≦ Tv(m)なので，

sup
P∈E(Kv)

Ψv(P )− Sv(m) ≦ Tv(m)− Sv(m),

となる．よって前半が示された．後半も同様にして示される．

注意 3.34. 系 3.32より，理論上は mを大きくすることで Ψv の上限，下限に Tv, Sv を

いくらでも近づけられることがわかる．さらに系 3.33より Sv(m),Tv(m)と Ψv(P )の上

限下限の差がどれくらいになるのかを実際に計算することができる．

3.6 Sv，Tv の計算方について

v ∈ M0
K の場合は Tateのアルゴリズムで E の v での小平型，玉河数 cv,∆

min
v を求め

れば表から αv を求めることができる．詳しくは [3, 4章§ 9]を見よ

v ∈ M∞
K とする．この時，Sv(m),Tv(m)を計算することができればいい．v が複素素

点の場合は [6, 8章，9章] の場合と同様にして計算する．v が実素点の場合について解説

する．

Sv(m) =
log δm,v
m2 − 1

, Tv(m) =
log ϵm,v
m2 − 1

,

δ−1
m,v = sup

P∈E(Kv)

Φm,v(P ), ϵ−1
m,v = inf

P∈E(Kv)
Φm,v(P ),

なので，Φm,v の像を考える．P = (x, y) ̸= Oとすると Φm,v =
max{|ϕm(x)|v,|ψ2

m(x)|v}
max{1,|x|v}m2 な

ので，

(3.35) Φm,v(P ) =


max{|ϕm(x)|v, |ψ2

m(x)|v} (|x|v ≦ 1),

max

{∣∣∣∣ϕm(x)

xm2

∣∣∣∣
v

,

∣∣∣∣ψ2
m(x)

xm2

∣∣∣∣
v

}
(|x|v > 1),

と表わされる．さらに，p(x) = 4x3 + b2x
2 + 2b4x + b6 = ψ2

2(x)，P (x) = x4p( 1x )とし

て，D = {x ∈ [−1, 1]|p(x) ≧ 0}, D′ = {x ∈ [−1, 1]|P (x) ≧ 0} とおくと，以下が成り
立つ．
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命題 3.36. P = (x, y) ∈ E(Kv)ならば x ∈ D 又は 1
x ∈ D′ が成り立つ．逆に x ∈ D 又

は 1
x ∈ D′ ならばある y が存在して

E(Kv) ∋


(x, y) (x ∈ D の場合),(

1

x
, y

) (
1

x
∈ D′の場合

)
,

となる．

証明. (x，y) ∈ E (Kv)とすると，

p(x) = 4x3 + b2x
2 + 2b4x+ b6,

= 4x3 + (a21 + 4a2)x
2 + 2(2a4 + a1a3)x+ (a23 + 4a6),

= 4(x3 + a2x
2 + a4x+ a6) + a21x

2 + a23 + 2a1a3x,

= 4(y2 + a1xy + a3y) + a21x
2 + a23 + 2a1a3x,

= (2y + a1x+ a3)
2.

よって，

(3.37) (x, y) ∈ E (Kv) ⇒ p(x) ≧ 0,

となり，また，

(3.38) p(x) ≧ 0 ⇒ ある y が存在して (x, y) ∈ E (Kv)

が成り立つ．

P = (x, y) ∈ E(Kv) とする．まず |x|v ≦ 1 とすると，(3.37) より x ∈ D となる．

|x|v > 1のとき， 1
x ≦ 1で，(3.37)より

P

(
1

x

)
=

(
1

x

)4

p(x) ≧ 0.

よって 1
x ∈ D′ となり， 前半が示された．

x ∈ D とすると (3.38) よりある y が存在して (x, y) ∈ E(Kv) となる． 1
x ∈ D′ とす

ると，

0 ≦ P (x) = x4p

(
1

x

)
,

より 0 ≦ p( 1x ) となるので，x
′ = 1

x と置けば (3.38) よりある y′ が存在して (x′, y′) ∈
E(Kv)が成り立つ．以上から命題が示された．
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よって (3.35)，命題 3.36より

δ−1
m,v = sup

P∈E(Kv)

Φm,v(P ),

= max

{
sup
x∈D

max
{
|ϕm(x)|v, |ψ2

m(x)|v
}
, sup
x∈D′

max

{∣∣∣∣xm2

ϕm

(
1

x

)∣∣∣∣
v

,

∣∣∣∣xm2

ψ2
m

(
1

x

)∣∣∣∣
v

}}
,

ϵ−1
m,v = inf

P∈E(Kv)
Φm,v(P ),

= min

{
inf
x∈D

max
{
|ϕm(x)|v, |ψ2

m(x)|v
}
, inf
x∈D′

max

{∣∣∣∣xm2

ϕm

(
1

x

)∣∣∣∣
v

,

∣∣∣∣xm2

ψ2
m

(
1

x

)∣∣∣∣
v

}}
,

と書ける．ここで定義より D,D′ は有限個の閉区間の和集合なので δm,v, ϵm,v を計算す

ることができる．

3.7 アルキメデス的な素点について考察している論文

v が非アルキメデス的な場合は命題 3.20 よりすでに上限下限がわかっているので，関

連の論文で v がアルキメデス的な場合を考察しているものを少し紹介する．ここでは E

を C上の楕円曲線で，

E : y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x+ a6,

で与えられるものとする．

J．S．Múller，Corinna Stumpe の論文 [10] では次の方法を紹介している．ここでの

h，ĥはそれぞれ [10]での通常高さ関数，標準高さ関数を表すとする．

E を楕円曲線とし，T1, T2, T3 ∈ E を自明でない互いに異なる 2捩れ点とする．まず，

i = 1, 2, 3に対し a1,i, a2,i, bi,1, bi,2 をそれぞれ

a1,i =
2x(Tj)x(Tk)− b4

2

2(x(Ti)− x(Tj))(x(Ti)− x(Tk))
, a2,i =

−1

2(x(Ti)− x(Tj))(x(Ti)− x(Tk))
,

bi,1 = 1, bi,2 = −x(Ti),

とする．ただし j, k ∈ {1, 2, 3}で，i, j, kは互いに異なるとする．系 2.13より上のような
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T1，T2，T3 が取れることに注意せよ．次に φ : R2
≧0

→ R2
≧0
を

(d1, d2) 7→(φ1(d1, d2), φ2(d1, d2)) =

√√√√ 3∑
j=1

|ai,j |
√
|bj,1|d1 + |bj,2|d2


i=1,2

,

=

√√√√ 3∑
j=1

|a1,j |
√

|bj,1|d1 + |bj,2|d2,

√√√√ 3∑
j=1

|a2,j |
√

|bj,1|d1 + |bj,2|d2

 ,

で定める．ただし P ∈ K2 に対し，Pi は P の第 i成分 (i = 1, 2)とする．∥ · ∥を，K 上
の 2次元ベクトル (x1, x2)に対し ∥(x1, x2)∥ = max{|x1|, |x2|}で定義して，

cN :=
4N

4N − 1
log(∥φ◦N (1, 1)∥)

とおく．ただし φ◦N (1, 1)は (1, 1)を φで N 回写したものとする．次が [10]の主定理で

ある．

定理 3.39. {cN}N≧1 は単調減少列で，任意の N ≧ 1に対し，

max
P∈E(C)

{Ψv(P )} ≦ cN ,

が成り立つ．

次の命題を使い定理 3.39を示す．

命題 3.40. κ : E → P1 を

P 7→

{
(1, 0) P = O,

(x(P ), 1) P ̸= O,ただし x(P )は P の x座標とする,

とし，P ∈ E，κ(P ) = (x1, x2)としたとき κ(2P ) = δ(x1, x2) = (δ1(x1, x2), δ2(x1, x2))

を，

δ1(x1, x2) = x41 − b4x
2
1x

2
2 − 2b6x1x

3
2 − b8x

4
2,

δ2(x1, x2) = 4x31x2 + b2x
2
1x

2
2 + 2b4x1x

3
2 + b6x

4
2,

とする．このとき E にのみ依存する二次形式 y1, y2, y3 ∈ K[x1, x2] と i = 1, 2, j =

1, 2, 3, k = 1, 2に対し上で定めた定数 ai,j , bj,k ∈ K について，

x2i =
3∑
j=1

ai,jyj(x1, x2), yj(x1, x2)
2 =

2∑
k=1

bj,kδk(x1, x2) ∈ K[x1, x2],

が成り立つ．
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証明. T ∈ E[2] \ {O}に対し行列MT を

MT :=

(
x(T ) f ′(x(T ))− x(T )2

1 −x(T )

)
,

MO := E2 とおく．ただし f = x3 + b2
4 x

2 + b4
2 x+ b6

4 とする．このときMT で表される

写像 mT : P1 → P1 は，T ∈ E[2] を足すことで得られる E の平行移動 +T : E ∋ P 7→
P + T ∈ E に対し，

κ ◦+T = mT ◦ κ

が成り立つということが [10] で述べられている．この MT に対し，γT ∈ K∗ を γ2T =

det(MT )
−1 とおいて M̃T := γTMT とする．

GE :=
{
±M̃T |T ∈ E[2]

}
とおくと，GE ⊂ SL2(K) が SL2(K) の部分群となる事が [10, Lemma2.2, Lemma2.3]

で示されている．

V を，x1, x2 における K 線形形式全体からなるベクトル空間とする．ρ を，GE の元

を P1 上の線形写像として見た時の，V の元との合成による作用での表現とする．ρ2 を，

T ∈ GE に対し ρ(T ) から導かれる Sym(V ) での写像，つまり T ∈ GE , f, g ∈ V, fg ∈
Sym2(V ) に対して ρ2(T )(fg) := (ρ(T )f)(ρ(T )g) ∈ Sym2(V ) となる表現とすれば，ρ2

は E[2]の Sym2(V )上の表現としてみなせて

ρ2 =
⊕

T∈E[2]\{O}

e2(·, T ),

が成り立つ．ここで，e2 : E[2]×E[2] → {±1}はWeil pairing，つまり T, T ′ ∈ E[2]\{O}
に対し

e2(T, T
′) =

{
1 (T = T ′),

− 1 (T ̸= T ′),

となり，T = O 又は T ′ = O の場合 e2(T, T
′) = 1 となるものとする．i = 1, 2, 3 に

対し，E[2] \ {O} の点に番号を付ける．yi を Ti ∈ E[2] \ {O} の e2(·, Ti) の部分に対
応する部分空間を生成する斉次式とすると y1, y2, y3 が Sym2(V ) の基底となるので，

x21, x
2
2 ∈ Sym2(V )を y1, y2, y3 で表すことができ，よって ai,j が定まる．

また，ρ2 と同様に ρ4 を作ると，δ(M̃T (x1, x2)) = δ(γTMT (x1, x2)) = δ(x1, x2) ∈ P1

なので，斉次式 δ1, δ2 は ρ4 で E[2]不変である．さらに，δ1, δ2 は線形独立で，E[2]不変

な 4次斉次式の空間が 2次元なので，δ1, δ2 がその基底となる．よって yj を δ1, δ2 で表す

ことができ，bj,k が定まる．詳細は [10]を見よ．
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等分多項式の形と命題 3.6，命題 3.7より δ を上のように x1, x2 を使って表される事に

注意せよ．

定理 3.39の証明. まず任意の N ≧ 1 に対し maxP∈E(C){Ψv(P )} ≦ cN を示す．P ∈
E(C), κ(P ) = (x1, x2) = xとおき，N ≧ 1とする．まず，

(3.41) |xi| ≦ φ◦N (|δ◦N1 (x)|, |δ◦N2 (x)|)i,

を示す．N = 1のとき，命題 3.40より

|xi| ≦

√√√√ 3∑
j=1

|aij ||yj | ≦

√√√√ 3∑
j=1

|aij |
√

|bj1||δ1|+ |bj2||δ2| = φ(|δ1(x)|, |δ2(x)|)i.

また，N ≧ 2に対し (δ◦N−1
1 (x), δ◦N−1

2 (x)) = κ(2N−1P ) より，δ◦N−1
i (x)に上を適用す

ると |δ◦N−1
i (x)| ≦ φ(|δ◦N1 (x)|, |δ◦N2 (x)|)i となる．φは斉次式からなり，φの係数・φに

代入する数がいずれも非負であることから，

φ◦N−1(|δ◦N−1
1 (x)|, |δ◦N−1

2 (x)|)i ≦ φ◦N (|δ◦N1 (x)|, |δ◦N2 (x)|)i, となる．よって任意の
N ≧ 1に対し (3.41)が成り立つ．次に

(3.42) |δ◦N (x1, x2)i| ≦ φ(1, 1)i
∥∥δ◦N+1(x1, x2)

∥∥ 1
4 ,

を示す．α = (α1, α2)をある点 Q ∈ E に対し κ(Q) = (α1, α2)となるものとすると命題

3.40より

|αi| ≦

√√√√ 3∑
j=1

|ai,j |
√
|bj,1|δ1 + |bj,2|δ2,(3.43)

≦

√√√√ 3∑
j=1

|ai,j |
√
(|bj,1|+ |bj,2|)∥δ(α)∥,

=

√√√√ 3∑
j=1

|ai,j |
√
|bj,1|+ |bj,2|∥δ(α)∥

1
4 = φ(1, 1)i ∥δ(α)∥

1
4 .

よって，α = δ◦N (x1, x2)とおけば (3.42)が示される．(3.41)，(3.42)，前述した φの性

質より，

|xi| ≦ φ◦N (|δ◦N1 (x)|, |δ◦N2 (x)|)i ≦ φ◦N (∥δ◦(N+1)(x)∥ 1
4φ(1, 1))i,
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が導かれる．φは 1
4 次の斉次式からなるので，定数を前に出して N + 1を N と書くと

(3.44) |xi| ≦ ∥δ◦N (x)∥
1

4N φ◦N (1, 1)i,

が得られる．この時 (3.43) より (3.44) は N = 1 でも成り立つ．ここで x を改めて

x = k(2NnP ) = δ◦Nn(x1, x2)と置き，これを (3.44)に代入すると

∥δ◦Nn(x1, x2)∥ ≦ ∥δ◦N(n+1)(x1, x2)∥
1

4N ∥φ◦N (1, 1)∥,

となり，これより

(3.45)
∥δ◦Nn(x1, x2)∥

∥δ◦N(n+1)(x1, x2)∥
1

4N

≦ ∥φ◦N (1, 1)∥,

が得られる．最後に

(3.46) Ψv(P ) =
∞∑
n=0

1

4Nn
log

∥δ◦Nn(x1, x2)∥
∥δ◦N(n+1)(x1, x2)∥

1

4N

,

を示せば，(3.45)より

Ψv(P ) ≦
∞∑
n=0

1

4Nn
log ∥φ◦N (1, 1)∥ =

4N

4N − 1
log ∥φ◦N (1, 1)∥,

となり定理 3.39の後半が示される．

P ̸= O のとき ϕ2, ψ2, δ の定義と x1 = x(P ), x2 = 1より，

Φ2,v(P ) =
max{|ϕ2(x(P ))|v, |ψ2

2(x(P ))|v}
max{1, |x(P )|v}4

=
max{|δ1(x1, x2)|, |δ2(x1, x2)|}

max{x1, x2}4
=

∥δ(x1, x2)∥
∥κ(P )∥4

,

P = Oのとき x1 = 1, x2 = 0より ∥δ(x1,x2)∥
∥κ(P )∥4 = δ1(1,0)

x4
1

= 1 = Φ2,v(O)より任意の P ∈ E

に対し Φ2,v(P ) =
∥δ(x1,x2)∥
∥κ(P )∥4 と表わされる．特に，計算すると Φ2,v(2

nP ) = ∥δ◦n+1(P )∥
∥δ◦n(P )∥4

となるので，

Ψv(P ) = −
∞∑
n=0

1

4n+1
log Φ2,v(2

nP ),

= −
∞∑
n=0

1

4n+1
log

∥δ◦n+1(P )∥
∥δ◦n(P )∥4

,

=

∞∑
n=0

1

4n
log

∥δ◦n(P )∥
∥δ◦n+1(P )∥ 1

4

,

(
−1

4
を logの中に入れた

)
.
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が成り立つ．よって，l = 0, 1, 2, · · · とすると

Ψv(P ) = · · ·+ 1

4Nl
log

∥δ◦Nl(P )∥
∥δ◦Nl+1(P )∥ 1

4

+
1

4Nl+1
log

∥δ◦Nl+1(P )∥
∥δ◦Nl+2(P )∥ 1

4

+ · · ·

+
1

4N(l+1)−1
log

∥δ◦N(l+1)−1(P )∥
∥δ◦N(l+1)(P )∥ 1

4

+ · · · ,

= · · ·+ 1

4Nl

{
log

∥δ◦Nl(P )∥
∥δ◦Nl+1(P )∥ 1

4

+ log
∥δ◦Nl+1(P )∥ 1

4

∥δ◦Nl+2(P )∥
1
42

+ · · ·

+ log
∥δ◦N(l+1)−1(P )∥

1

4N−1

∥δ◦N(l+1)(P )∥
1

4N

}
+ · · · ,

= · · ·+ 1

4Nl
log

∥δ◦Nl(P )∥
∥δ◦N(l+1)(P )∥

1

4N

+ · · · ,

よって，(3.46)が示され，定理 3.39の後半が示された．

次に {cN}N≧1 が単調減少列となる事を示していく．ϑ : R2 → R2 を

α = (α1, α2) 7→(ϑ1(α), ϑ2(α)) = (log(φ(expα1, expα2)i))i=1,2,

=

log

√√√√ 3∑
j=1

|ai,j |
√

|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2


i=1,2

,

で定義する．このとき，ϑの Jacobi行列の成分を計算すると，k, l ∈ {1, 2}について，

∂ϑk
∂αl

=
1

4
(∑3

j=1 |ak,j |
√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

) ·

 3∑
j=1

|ak,j ||bj,l| expαl√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

 ,

≧ 0.

よって，計算すると

∂ϑk
∂α1

+
∂ϑk
∂α2

=
1

4
(∑3

j=1 |ak,j |
√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

)
·

 3∑
j=1

|ak,j ||bj,1| expα1√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

+
3∑
j=1

|ak,j ||bj,2| expα2√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

 ,
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=
1

4
(∑3

j=1 |ak,j |
√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

) ·

 3∑
j=1

|ak,j |(|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2)√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

 ,

=
1

4
(∑3

j=1 |ak,j |
√
|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

) ·

 3∑
j=1

|ak,j |
√

|bj,1| expα1 + |bj,2| expα2

 ,

=
1

4
,

となる．よって ϑを α, β ∈ R2 に対しテーラー展開することで，

ϑk(α) = ϑk(β) + (α1 − β1)
∂ϑk
∂α1

(β) + (α2 − β2)
∂ϑk
∂α2

(β)

　 +
∞∑
n=2

1

n!

{
(α1 − β1)

∂

∂α1
+ (α2 − β2)

∂

∂α2

}n
ϑk(β),

|ϑk(α)− ϑk(β)| ≦ |α1 − β1|
∣∣∣∣∂ϑk∂α1

(β)

∣∣∣∣+ |α2 − β2|
∣∣∣∣∂ϑk∂α2

(β)

∣∣∣∣
+

∞∑
n=2

1

n!

∣∣∣∣{|α1 − β1|
∂

∂α1
+ |α2 − β2|

∂

∂α2

}n
ϑk(β)

∣∣∣∣ ,
∂ϑk

∂αl
≧ 0, ∂ϑk

∂α1
+ ∂ϑk

∂α2
= 1

4 となる事と，n ≧ 2に対し ( ∂
∂α1

+ ∂
∂α2

)nϑk = 0となる事から，

|ϑk(α) + ϑk(β)| ≦ |α1 − β1|
∂ϑk
∂α1

(β) + |α2 − β2|
∂ϑk
∂α2

(β)

+
∞∑
n=2

1

n!

∣∣∣∣{|α1 − β1|
∂

∂α1
+ |α2 − β2|

∂

∂α2

}n
ϑk(β)

∣∣∣∣ ,
≦ ∥α− β∥

(
∂ϑk
∂α1

(β) +
∂ϑk
∂α2

(β)

)
+

∞∑
n=2

1

n!
∥α− β∥

∣∣∣∣( ∂

∂α1
+

∂

∂α2

)n
ϑk(β)

∣∣∣∣ ,
= ∥α− β∥1

4
.

これより

(3.47) ∥ϑ(α)− ϑ(β)∥ ≦ 1

4
∥α− β∥,

が得られる．ϑ の定義より任意の N ≧ 1 に対し cN = 4N

4N−1
∥ϑ◦N (0, 0)∥ が成り立つ

(ϑi(0, 0) = logφi(exp 0, exp 0) = logφi(1, 1) より c1 = 4
3 log ∥φ(1, 1)∥ = 4

3∥ϑ(0, 0)∥
が成り立つ．N ≧ 1 について ϑ◦Ni (0, 0) = logφ◦N

i (1, 1) が成り立つとすると，

ϑ◦N+1
i (0, 0) = ϑi(ϑ

◦N (0, 0)) = logφi(exp logφ
◦N
1 (1, 1), exp logφ◦N

2 (1, 1)) =
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logφi(φ
◦N
1 (1, 1), φ◦N

2 (1, 1)) = logφ◦N+1
i (1, 1) となる．よって数学的帰納法より

任意の N ≧ 1に対し cN = 4N

4N−1
∥ϑ◦N (0, 0)∥が成り立つ)．

eN := ∥ϑ◦N (0, 0)∥とおく．N ≧ 1に関する帰納法で {cN}N≧1 が単調減少列となる事

を示していく．(3.47)より

e2 − e1 ≦ ∥ϑ◦2(0, 0)− ϑ(0, 0)∥ ≦ 1

4
∥ϑ(0, 0)∥ =

1

4
e1,

なので c2 ≦ c1 が成り立つ．N ≧ 2として，cN ≦ cN−1 が成り立つとする．

この時，eN+1 ≦ eN ならば 4N+1

4N+1−1
≦ 4N

4N−1
より cN+1 ≦ cN が成り立つので eN+1 ≧

eN とする．

(3.47)を α = ϑ◦N (0, 0), β = ϑ◦N−1(0, 0)で適用すると，

∥ϑ◦N+1(0, 0)− ϑ◦N (0, 0)∥ ≦ 1

4
∥ϑ◦N (0, 0)− ϑ◦N−1(0, 0)∥,

ここで，F (α1, α2) = ϑ1(α1, α2) − ϑ2(α1, α2) とおいて，(3.47) と同様に計算すると，
∂F
∂α1

+ ∂F
∂α2

= 0 なので，任意の α, β ∈ R2 に対し |F (α) − F (β)| ≦ 0 が成り立つ．F

は明らかに連続な実数値関数なので，F は定数関数となる．よって，任意の N ≧ 1

に対し ϑ◦N1 (0, 0) ≦ ϑ◦N2 (0, 0) 又は ϑ◦N1 (0, 0) ≧ ϑ◦N2 (0, 0) のどちらか一方が成り立

ち (つまり {eN} = {ϑ◦N2 (0, 0)}N 又は {eN} = {ϑ◦N1 (0, 0)}N が成り立つ)，さらに

ϑ◦N+1
1 (0, 0) − ϑ◦N1 (0, 0) = ϑ◦N+1

2 (0, 0) − ϑ◦N2 (0, 0) なので ∥ϑN+1(0, 0) − ϑN (0, 0)∥ =

|eN+1 − eN |が成り立つ．以上から

eN+1 − eN ≦ 1

4
|eN − eN−1|,

が成り立つ．まず eN ≧ eN−1 の時を示す．帰納法の仮定より 4N

4N−1
eN = cN ≦ cN−1 =

4N−1

4N−1−1
eN−1 が成り立つので，これより − 1

4eN−1 ≦ − 4N−1−1
4N−1

eN が導かれる．これを上

の式に使って，

eN+1 − eN ≦ 1

4
eN − 1

4
eN−1 ≦ 1

4
eN − 4N−1 − 1

4N − 1
eN ,

eN+1 ≦ 5

4
eN − 4N−1 − 1

4N − 1
eN =

4N+1 − 1

4N+1 − 4
eN ,

1

4N+1 − 1
eN+1 ≦ 1

4N+1 − 4
eN ,

cN+1 =
4N+1

4N+1 − 1
eN+1 ≦ 4N

4N − 1
eN = cN ,

eN ≦ eN−1 の時も同様にして示される．以上から {cN}が単調減少であることが示され
た．
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注意 3.48. [10, Theorem4.2]における {cN}N≧1 が単調減少列となる事についての証明

では，eN ≦ eN−1 の場合も同様にして示されるとあるが，きちんと示すことができな

かった．

ここで，l = 1, 2について ∂ϑk

∂αl
≧ 0であったので，もし i = 1, 2に対し φi(0, 0) ≧ 0で

あったら ϑ◦2i (0, 0) ≧ ϑi(0, 0) ≧ 0 となり，同様の操作を繰り返すことで任意の N ≧ 1

に対して ϑ◦N+1
i (0, 0) ≧ ϑ◦Ni (0, 0) ≧ 0, (i = 1, 2)が示される．この時 i = 1, 2について

ϑ◦Ni (0, 0) ≧ 0であり {ϑ◦Ni (0, 0)}N が単調増加列となる．よって {eN}N が単調増加列と
なるので，この時 {cN}N が単調減少であることが示される．
(3.42)より任意の (x1, x2) = κ(P ), P ∈ E に対し |xi|

∥δ(x1,x2)∥
1
4
≦ φ(1, 1)i が成り立つの

で，P = O とおくと κ(O) = (1, 0), ∥δ(1, 0)∥ = 1より |x1|
∥δ(x1,x2)1∥

1
4
= 1 ≦ φ1(1, 1)とな

る．よって，ϑ1(0, 0) = logφ1(1, 1) ≧ 0となる．ϑ1(0, 0) ≧ 0は容易に示されるが，この

方法での評価では ϑ2(0, 0) ≧ 0の場合は簡単には示されない．P = O とすると，同様に

して |x2|
∥δ(x1,x2)∥

1
4
= 0 ≦ φ(1, 1)2 となり，また，P ̸= Oとすると，κ(P ) = (x(P ), 1)であ

り，この時 |x2|
∥δ(x1,x2)∥

1
4
= 1

∥δ(x(P ),1)∥
1
4
≦ φ2(1, 1) となる．よって，1 ≦ 1

∥δ(x(P ),1)∥
1
4
，つ

まり max{|δ1(x(P ), 1)|, |δ2(x(P ), 1)|} ≦ 1 となる P ̸= O を取ってくることができれば

ϑ2(0, 0) = logφ(1, 1) ≧ 1が示される．

以上をまとめると，楕円曲線 E/C が max{|δ1(x(P ), 1)|, |δ2(x(P ), 1)|} ≦ 1 となる点

P ∈ E \ {O}を持てば {cN}N は単調減少列となる．
ただ，c2 ≦ c1は示されており，さらに例 3.49を見ると J．E．Cremona，M．Prickett，

S．Siksek[6] の評価と比較してかなり良い結果が実際に得られている．よって，たとえ

{cN}が単調減少でなくともこの方法で以前のものより良い評価が得られることがわかる．

[10] の方法は，計算時間が短いという利点がある．例えば，この評価と同様に数列

になっている内田 [1] の評価と比較すると，[10] の方法では，最初に捩れ点を見つけて

ai,j , bj,k などを計算するなどの準備が必要だが，その後はほとんど実数値関数に値を代入

するだけで評価が得られる．しかし，内田の方法では N ごとの評価を得るためには毎回

閉区間での多項式の上限・下限を求めなければならない (詳細は 3.6 節を見よ)．よって

[10] の方法の方が計算時間が短くなると思われる．また，評価の精度においても [10] の

方法を使うことで以前の方法から得られる評価より良いものが得られる場合が多い．例え

ば [10, Example6.1] では J．E．Cremona，M．Prickett，S．Siksek[6] の上の評価 (つ

まり内田の評価の数列の初項にあたるもの)とこの方法での評価を比較している．次の例
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がそれにあたるものである．

例 3.49. 楕円曲線 E/Qを，

y2 + xy + y = x3 − x2 + 31368015812338065133318565292206590792820353345x

+ 302038802698566087335643188429543498624522041683874493555186062568159847,

で表されるものとする．この場合，J．E．Cremona，M．Prickett，S．Siksekでの評価

が 18.018，この方法での評価が 0.147 となっており，よって注意 3.48 で述べたように，

[10]の方法によりかなり良い評価を得られることがわかる．

ただ，実素点においては J．E．Cremona，M．Prickett，S．Siksekや内田の方法もか

なり良い結果を出していて，さらに複素素点においては，係数が大きくなると計算時間

がかかるという欠点もあるが P．Bruin[11]の方法を使うことでも良い結果が得られてい

る．よって，これらの方法を場合によって使い分けることが望ましいと主張している．詳

しくは [10]を見よ．

4 応用例

ここでは，通常高さ関数と標準高さ関数の差の評価や標準高さ関数の評価を利用してい

る例を紹介する．

4.1 奈良の [8, Theorem1.3]について

奈良の論文 [8]では [8, Theorem1.1]で楕円曲線の quadratic twistの有理点での標準高

さ関数の値の下からの評価を与えている．それを利用して得られるのが次の定理である．

ただし，ここでの h，ĥはそれぞれ [8]での通常高さ関数，標準高さ関数を表すとする．

定理 4.1. t ∈ Z, D(t) = t6 + 4t4 + 30t3 + 5t2 + 54t+ 245,

Q上の楕円曲線 ED を

y2 = x3 + 2D(t)x2 + 163D(t)2x+ 2205D(t)3,

で定め，P = (D(t)(t4 +2t2 +12t)，D(t)2(t3 + t+3)) ∈ ED(Q)とおき，D(t)が無平方

とする．このとき，|t| ≧ 2216ならば P は原始的である．

ここで，ED は Q 上の楕円曲線 E : y2 = x3 + 2x2 + 163x + 2205 の D(t) による

quadratic twistである．以下で quadratic twistについて少し紹介する．
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定義 4.2. K 上の曲線 C に対し，C/K の twistとは滑らかなK 上の曲線 C ′/K で C と

K̄ 上同型なものの，K 同型類のことを言う．

quadratic twistとは twistの一つで，d ∈ Q̄に対し，(x, y) 7→ (x,
√
dy)により楕円曲

線 E から移されるものである．奈良の論文 [8]では 3章で，この quadratic twistを実際

に作る方法を紹介している．具体的には，3 次のモニックな既約多項式 f ∈ Z[t]，ある
m ∈ Zに対し F ′ = mf となる多項式 F ∈ Z[t]，f の根 α，F (α)の Q上の最小多項式 f1

に対し，多項式D(t)が存在してD(t)f(t)2 = f1(F (t))となることが示されている．これ

より楕円曲線 y2 = f1(x) の quadratic twistD(t)y2 = f1(x) が得られ，さらにこの曲線

は有理点 (F (t), f(t)) を持つことが示される (詳細は [8, 3 章] を見よ)．f, F を次のよう

に限定すると，この場合における f1, D の明示的な式が得られる．

補題 4.3. A,B ∈ Z, f = t3 + At + B,F = t4 + 2At2 + 4Bt とする．このとき，上の

f1, D は，

f1(t) = t3 + 2A2t2 +A(A3 + 18B2)t+B2(2A3 + 27B2),

D(t) = t6 + 4At4 + 10Bt3 + 5A2t2 + 18ABt+ 2A3 + 27B2,

となる．特に f, f1 の判別式を disc(f),disc(f1)とおくと，disc(f1) = B2disc(f)3 が成り

立つ．

証明. D(t)f(t)2 = f1(F (t))より，f(t) = (t − α1)(t − α2)(t − α3)とおくと i = 1, 2, 3

について f1(F (αi)) = 0 となる．f1(t) は 3 次のモニック多項式であったので，f1(t) =

(t − F (α1))(t − F (α2))(t − F (α3))と書ける．よって，f(t)における解と係数の関係と

F (t)の形から f1(t)の係数が導かれ，あとは計算から D(t)の形が得られる．

y2 = f1 で表わされる楕円曲線を E′ とおくと，補題 4.3より

∆E′ = 16disc(f1) = 16B2disc(f)3 = 16B2(−4A3 − 27B2)3,

となる．よって例えば B が奇数で gcd(A,B) = 1，disc(f) が無平方ならば，∆E′ は

6 乗因子を持たないので [8, Theorem1.1] を適用することができる，ということが [8,

Remark3.2]で言及されている．

定理 4.1 は補題 4.3 で A = 1, B = 3 としたものである．このとき B は奇数で

gcd(A,B) = 1,disc(f) = −4A3 − 27B2 = −247 = 13 · 19 となる．よってこの時 [8,

Theorem1.1]を適用することができるので，それを使い定理 4.1が導かれるのである．定

理 4.1を示すためには直接的には以下のふたつが必要となる．
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系 4.4. ED, D(t)を定理 4.1のものとする．Q ∈ ED(Q) \ ED(Q)[2]に対し

ĥ(Q) >
1

4
logD(t)− 3.5472,

が成り立つ．

証明. [8, Definition4.14] で ED の有限素点を 6 つの集合に分けて，[8, Lemma4.16]

から [8, Lemma4.20] でそれぞれ点ごとの局所高さ関数の下の評価を与えている．特

に [8, Lemma4.21, Lemma4.22] ではそれぞれ p = 2, 3 の場合の評価を与えている．

それらの結果より [8, Theorem1.1] が示され，その結果と PARI/GP v.2.3.4 により

E : y2 = x3 + 2x2 + 163x+ 2205の ∆, ω1, q の値を計算する事により導かれる．詳しく

は [8, Corollary4.23]を見よ．

命題 4.5. ED, D(t), P を定理 4.1のものとする．このとき

ĥ(P ) <
2

3
logD(t) + 1.2177,

が成り立つ．

証明. [8, Lemma5.1]で無限素点での上の評価，[8, Lemma5.2]で有限素点での上の評価

を与えている．これらを合わせることで導かれる．詳しくは [8, 5章]を見よ．

定理 4.1の証明. y(P ) = D(t)2(t3+t+3) ̸= 0ならば 2y(P )+a1x(P )+a3 = 2y(P ) ̸= 0

なので，この時 [2, 3章 2.3(b)]より P は 2-捩れ点ではない．この時系 4.4より計算する

と |t| ≧ 11となる．

また P に命題 4.5，任意の Q ∈ ED(Q) \ ED(Q)[2]に系 4.4を適用すると，|t| ≧ 2216

の時

(4.6)
ĥ(P )

ĥ(Q)
<

2
3 logD(t) + 1.2177
1
4 logD(t)− 3.5472

< 4,

となる．ここで，ある R ∈ ED(Q) が存在して P = mR,m ≧ 3 と仮定する．このとき

2P ̸= O なので 2R ̸= O となる．よって (4.6)を Rに適用すると定理 2.35(b)より，

ĥ(P ) < 4ĥ(R) < m2ĥ(R),

= ĥ(mR) = ĥ(P ),

となりこれは矛盾である．よってこの様な Rは存在しないので P は原始的である．
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4.2 J．H．Silvermanの [4, Example7．1]について

[4, Theorem1.1]では P ∈ E(K)につて ĥ(P )− 1
2h(x(P ))を評価している．[4, Theo-

rem1.1]の特別な場合が [4, Theorem1.3]である．これより導かれるのが [4, Example2.4]

で，楕円曲線 E : y2 = x3 − x+ 1, P ∈ E(Q)について，

(4.7)
1

2
h(x(P )) ≦ ĥ(P ) +

1

8
log

6912

23
+ 1.205 ≦ ĥ(P ) + 1.92,

が示されている．[4, 7章]では，この ĥ(P )− 1
2h(x(P ))の評価と [5]で計算した ĥ(P )の

近似値を使うことでMordel-Weil群の生成元の x座標を絞り込んでいる．これについて

以下で紹介する．

Q上の楕円曲線 E : y2 = x3 − x+ 1について，Mordel-Weil群の生成元を考える．E

の判別式 ∆ を計算すると ∆ = −368 = −24 · 23 なので，[2, 7 章 Remark1.1] より E

は任意の素数を法とした剰余で非特異となる．#E(F3) = 7,#E(F5) = 8 より [2, 7 章

Proposition3.1] を使うと，E(Q) は捩れ部分を持たない．[9] より，E(Q) のランクは大

きくて 1となる．少し探すと E の有理点

(4.8) (−1, 1), (0, 1), (1, 1), (3, 5), (5, 11),

が見つかる．よって E(Q)のランクは 1である．

E のMordel-Weil群 E(Q)の生成元を見つける．[5]のアルゴリズムを使うとこれら 5

つの点の標準高さ関数の値の近似値を計算することができる ([5]の論文では，局所高さ関

数を急速に収束する数列の和で表し，さらに初項から第 N 項まで足した値と実際の値と

の誤差について論じている)．最も値が小さかったのは P = (1，1)で ĥ(P ) = 0．0249 · · ·
である．さらに計算すると，

(−1, 1) = 2P, (0, 1) = −3P, (3, 5) = −4P, (5, 11) = 5P,

となることがわかる．

P が E(Q)の生成元となる事を示す．

P が生成元でないと仮定すると，ある R ∈ E(Q),m ≧ 2で P = mR となるものがあ

る．さらに x(P ) ∈ Zなので x(R) ∈ Zとなる (もし x(R) = p
q , q ̸= ±1, gcd(p, q) = 1と

すると，命題 3.6，命題 3.7より 1 = x(P ) = ϕm(x(R))
ψ2

m(x(R)) =
x(R)m

2
+···

m2x(R)m2−1+···
=

pm
2

qm
2 +···

m2 pm
2−1

qm
2−1

+···
=

pm
2
+···

m2qpm2−1+···
，よってこの分子を p′，分母を q′ とおくと，q′ は q で割り切れるが p′ は割
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り切れない．よって p′ は q′ で割り切れないので矛盾となる)．もしこの様な Rが存在す

れば標準高さ関数の性質より

ĥ(R) =
1

m2
ĥ(P ) ≦ 1

4
ĥ(P ) = 0.0061 · · · ,

となる．(4.7)より
h(x(R)) ≦ 2ĥ(R) + 3.84 ≦ 3.86,

より，もしこの様な R が存在すれば x(R) ∈ Z, |x(R)| ≦ e3.86 < 48 を満たす．x ≦ −2

ならば x3 − x+ 1 < 0となるので，以上から x(R)は −1から 48の間の整数となる．そ

れらを全て確かめると，この様な点は (4.8)ですべてであることがわかる．したがってこ

の様な Rは存在しないので，P が生成元であることが示された．
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