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(M, g)を境界を持たない完備n次元Riemann多様体とし，K > 0とする．よく知ら
れているように，Riemann多様体において「Ricci曲率 (以下Ricと書く)の下限がK以
上」という条件は，空間の構造に以下のような強い制約をかける．

定理 1 (例えば [2]参照) (M, g)のRicci曲率がK以上，すなわち，各接ベクトルX ∈
TMに対して

Ric(X,X) ≥ Kg(X,X)

とする．このとき以下が成り立つ：

(1) [Bonnet-Myersの定理] Mの直径 (2点間の距離の上限；diam(M)と書く)は

diam(M) ≤ π

√
n − 1

K
(†)

をみたす．特にMはコンパクト．

(2) [Chengの最大直径定理] (†)で等号が成立するのは，(M, g)が定数K/(n − 1)の
断面曲率を持つn次元球面に等距離同型のとき，かつ，そのときに限る．

本講演では，(M, g)上の拡散過程の確率解析を用いた，これらの定理の拡張 (および，
特別な場合としての別証明)を紹介する．
以下，ZをM 上の滑らかなベクトル場とし，N ∈ RをN ≥ nなるパラメータで，

Z ≡/ 0のときはN > nとする．このとき，ZとNに付随するBakry-Émery Ricciテン
ソルRicN

Z を以下で定める：

RicN
Z := Ric−(∇Z)[ − 1

N − n
Z ⊗ Z.

ただし，(∇Z)[は∇Zの対称化とする．Bakry-Émery Ricciテンソルは通常のRicci曲
率の自然な拡張と考えられる．実際，「Ricci曲率の下限がK以上，空間の次元がN以
下」という条件の解析的定式化・拡張であるBakry-Émeryの曲率次元条件：

1

2

(
L(|∇f |2) − 2〈∇f,∇Lf〉

)
≥ K|∇f |2 +

1

N
(Lf)2

は，(Z, N)-Bakry-Émery Ricciテンソルの下限がK以上，すなわち

RicN
Z ≥ Kg (♠)

と同値なことが知られている (例えば [4]参照)．
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定理 2 ([3]) 仮定 (♠)の下，以下が成り立つ：

(1)

diam(M) ≤ π

√
N − 1

K
. (‡)

(2) (‡)で等号が成立するのは，「Z ≡ 0, N = nかつ (M, g)が定数K/(n − 1)の断面
曲率を持つn次元球面に等距離同型」のとき，かつ，そのときに限る．

定理 2の証明は，L-拡散過程の定点からの距離 (動径過程)の解析による．特に，以
下で述べる，距離関数へのLの作用に関するLaplacian比較定理の拡張が鍵になる：

補題 3 p ∈ Mを定点とし，xは d(p, ·)の特異点ではないとする．このとき，条件 (♠)

の下で以下が成り立つ：

(Ld(p, ·))(x) ≤
√

K(N − 1) cot

(√
K

N − 1
d(p, x)

)
. (F)

ここで，(F)の右辺について，d(p, x) → π
√

N − 1/Kで

√
K(N − 1) cot

(√
K

N − 1
d(p, x)

)
=

N − 1

d(p, x) − π
√

(N − 1)/K
+ o(1)

となることに注意しておく．
定理1には，(1)(2)それぞれの主張に対して，様々な拡張が知られている．例えば，

• 弱い仮定の下でのコンパクト性のみの導出 [5]

• 一般的な枠組みでのBakry-Émeryの曲率次元条件の下での，Sobolevの不等式に
よる解析的アプローチ [1]

• 測度距離空間上での拡張された意味でのRicci曲率の下限への拡張 [6]

など (ここで紹介した以外のものについては，例えば [3]の参考文献を参照)．定理2は，
Zが勾配型 (または，Lが対称化可能) の場合に限れば既知である (ただし，証明方法は
異なる)．
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