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1. 俯瞰
多様体上で (非退化な)確率微分方程式の解を考えると，その拡散係数からRiemann計
量が定まる．Riemann計量からはLaplace-Beltrami作用素が定まり，元の確率微分方程
式の解の生成作用素はLaplace-Beltrami作用素と低階項 (ドリフトベクトル場)の和で
表せる．従って，多様体上の拡散過程の研究は，Riemann計量の研究すなわちRiemann

幾何学と深いところで結びついていると言える．特に，Laplace-Beltrami作用素そのも
のを生成作用素に持つ拡散過程 (Brown運動)が中心的な対象である．また，解析的な
対応物であるLaplace-Beltrami作用素とそれが生成する半群や熱核密度も含めて，そ
れらの性質の相関について膨大な研究がある．本講演では，その一角として，Riemann

多様体における「Ricci曲率の下限と次元の上限」という 2つのパラメータが定める性
質に関する，確率論的／解析学的対応物を考察の対象とする．

Ricci曲率は，この講演と関連する範囲では，以下の3つの量の記述に現れる．1つ目
は，Laplace-Beltrami作用素と1階微分との違いを積の微分を通じて記述するBochner-

Weitzenböckの公式であり，2つ目は，距離関数の2階微分 (第2変分)の，変分方向に関
する平均 (trace)である．そして 3つ目は，最適輸送経路に沿って測度を移送した場合
の，密度の変化の度合いの制御である．まず 1つ目の式を基点として，Bakry, Émery

らによる，半群によるRicci曲率の解析的な特徴づけとその応用に関する理論が展開さ
れた．一方で，2つ目の式はBrown運動の結合法と組み合わせることで 2粒子間距離
の評価へと繋がり，そこから更に，Bakry,Émeryらの理論への確率論的なアプローチ
が確立された．3つ目の観点はRicci曲率の下限に関する最適輸送理論の観点からの解
釈を可能にした．驚くべきことに，Ricci曲率の制御から得られるこれら3つの性質は，
Ricci曲率の下限と同等になる ([65]と，その参考文献を参照)．
この研究の流れは，これらの性質がRiemann多様体を超えて意味を成すことに基づ

き，一般の測度つき距離空間での「Ricci曲率の下限」に関する，近年の活発な研究へ
と発展してきている．その流れのひとつとして，これら3つの性質をより深く結合する
ことも，測度つき距離空間上の解析の進展に寄与してきた．2つ例を挙げよう．まず，
結合法は空間の滑らかさに依存した議論に基づいており，そのままでは測度つき距離
空間での適用は難しい．一方で，Wasserstein距離で定式化された同等な評価は最適輸
送理論の観点から解析可能であり，現在では測度つき距離空間に強力な解析手段を提
供するまでに発展している．また，やはりWasserstein距離の性質を用いることで，結
合法で得ていた評価とBakry-Émeryによる評価は，極めて一般的な枠組で同値になる
ことが判明している．

Ricci曲率の下限の存在からは様々な幾何学的／解析学的性質が従うが，Bonnet-Myers

の直径評価やBishop-Gromovの体積比較不等式，あるいはSobolevの不等式など，「次
元」の情報を内包するものも少なくない．そのため，前述の結果を，次元の情報を含
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めた形へと拡張する，というのは，自然な問題意識であろう．このことが，本講演で
の主題となる．現状では，Riemann多様体での「Ricci曲率の下限と次元の上限」と同
値な条件が幾つか見つかっているが，見つけられた条件の間の関係について，出発点
となる条件を経由しない直接的な関係は極めて希薄であり，測度つき距離空間への拡
張，という観点ではまだまだ不十分である．前述の3つの条件との対応で言うと，最初
の性質のうちBochner-Weitzenböck公式から従うものはBakryとÉmeryにより以前か
ら知られていたが，ごく最近，F.-Y. Wang [67]により半群での特徴づけが発見された．
最適輸送理論に基づく特徴づけは Sturm [60]とLott-Villani [43]による．本講演では，
Wasserstein距離の評価による特徴づけを与えることで欠落していた条件を補い，さら
に，その条件とF.-Y. Wangによる不等式が同値になることを見る．

以下，次節以降の内容について，その概略を述べる．まず2節では，Wasserstein距離
について説明する．まず 2.1節でWasserstein距離を導入し，2.2節でその応用として，
Markov核のLipschitz評価とMarkov核の関数への作用に関する微分評価との双対性，
および，その背景となる考え方について述べる．3節では，Ricci曲率の下限のみを考
えた場合の結果について紹介する．3.1節では，Ricci曲率と関連する部分で，Riemann

多様体上のBrown運動の結合法，特に平行移動couplingから得られるWasserstein距離
の評価とその拡張について述べる．3.2節では，最適輸送理論によって同様の評価を得
るための別の手法について，その基礎となる考え方も含めて述べる．3.3節で，「Ricci

曲率の下限」に関する各種の特徴づけと，それらの間の関係について説明する．次元
を加味した条件については3.3節の結果の拡張という観点に立ち，4節で扱う．最後に，
関連する研究のうち幾何学的色彩の強いものについて，ある程度類似しながらも質的
に異なる性質が現れるものを5節で紹介する．

2. 結合法とWasserstein距離
分布µとνに対して，同じ確率空間上に定められた確率変数Y とY ′で，それぞれ (周辺)

分布µとνを持つものをµとνのcouplingという．この定義から，「どのようなcoupling

が存在するか」という問は「周辺分布を固定した状態で，どのような結合分布が実現
しうるか」という，測度論的な問であるといえる．しかし，couplingを構成する多くの
場面においては，確率変数に基づく視点がより自然かつ直感に沿うものになる (ただし
これは，確率論を専攻した者特有の事かもしれない)．couplingを用いた議論全般を結
合法 (coupling method)と呼ぶ．結合法に話題を絞った参考文献として，[40, 61]を挙
げておおく．また，ここで扱っているような，確率解析と幾何学の相関における結合
法の活用に言及のある文献として，[26, 31, 66]を挙げておく．

2.1. Wasserstein距離
まず，結合法と関連して本講演で用いる概念として，Wasserstein距離を紹介する．(M,d)

を (簡単のため)完備可分距離空間，P(M)をM上のBorel確率測度の成す空間とする．
また，µ0, µ1 ∈ P(M)に対して，Π(µ0, µ1)を，分布の意味でのµ0とµ1の coupling全体
の成す空間とする．つまり，

Π(µ0, µ1) :=

{
π ∈ P(M ×M)

∣∣∣∣∣ 各A ∈ B(X)に対して，
π(A×M) = µ0(A), π(M × A) = µ1(A)

}
.



このとき，p ∈ [1,∞]に対して，µ0とµ1の間のLp-Wasserstein距離を

Wp(µ0, µ1) := inf
π∈Π(µ0,µ1)

‖d‖Lp(π)

と定める．また，Pp(M)を

Pp(M) :=

{
µ ∈ P(M)

∣∣∣∣あるx ∈Mで
∫
M

d(x, y)pµ(dy) <∞
}

と定める．このとき，WpはPp(M)上の距離になる．また，WpはP(M)上でも (無限
大の値を許せば)定義でき，Wpによる収束は弱収束の位相よりやや強い位相を定める．
特に距離関数 dが有界ならば，弱収束の位相とWpによる位相は一致する (これらの性
質を含むWasserstein距離の基本的性質については，[3, 57, 63, 64]などを参照のこと)．
距離空間 (P2(M),W2)のことを，M上のWasserstein空間という 1．
確率変数の couplingの定義から，(Y, Y ′)をµ0とµ1の couplingとすれば，Wp(µ, ν) ≤

‖d(Y, Y ′)‖Lpが直ちに分かる．従って，結合法を用いてWasserstein距離を評価するこ
とができる．一方で，Wasserstein距離を考えることには幾つかの利点がある．中でも，
この講演との関連で重要なことは，

(i) Wpは別の変分表示による解析手段を持つ

(ii) Wpが基礎となる空間Mの幾何学的特性を色濃く反映する

の2点である．まず (i)について，以下の定理が知られている：

Theorem 2.1 (Kantorovich双対性)

Wp(µ0, µ1)
p

p
= sup

{∫
M

f ∗ dµ1 −
∫
M

f dµ0

∣∣∣∣ f ∈ CLip
b (M)

}
, (2.1)

ここで，f∗(x) := inf{f(y) + p−1d(x, y)p}. 特に，

W1(µ0, µ1) = sup

{∫
M

fd(µ0 − µ1)

∣∣∣∣ f : M → R 1-Lipschitz

}
となる (これを，Kantorovich-Rubinsteinの公式という)．

(ii)については様々な性質があるが，ここでは，displacement interpolationと呼ばれる
性質を紹介する．そのため，まず測地距離の概念を導入する．任意の 2点 x0, x1 ∈ M

に対して γ : [0, 1] → M で，γ(0) = x0, γ(1) = x1, かつ d(γ(s), γ(t)) = |t − s|d(x, y)
(s, t ∈ [0, 1])を実現するものが存在するとき，dを測地距離という．また，このような
γを (定速)最短測地線という．dが測地距離である距離空間 (M,d)を測地空間という．
ノルム空間や完備Riemann多様体は測地空間の例になっている．Γ = Γ([0, 1];M)をM

上の定速最短測地線のなす集合とし，一様収束により位相を定める．各 t ∈ [0, 1]に対
して，et : Γ →Mを et(γ) = γ(t)で定める．また，可測写像fによる測度µの像測度を
f ]µで表す．

1厳密にはL2-Wasserstein空間だが，この講演ではL2以外のWasserstein空間を考えない．



Theorem 2.2 (Displacement interpolation; 例えば，[42]又は [64, Cor. 7.22]を参照)

dを測地距離とし，p ∈ (1,∞)とする．このとき，µ0, µ1 ∈ P(M)に対して，Ξ ∈ P(Γ)

で，e]tΞ = µt (t = 0, 1)かつ

Wp(e
]
tΞ, e

]
sΞ) =

{∫
Γ

d(et(γ), es(γ))
pΞ(dγ)

}1/p

= |s− t|Wp(µ0, µ1)

となるものが存在する．特に (e#t Ξ)t∈[0,1]はWpの定速最短測地線になり，WpはPp(M)

上の測地距離になる．このΞをµ0とµ1のdynamical couplingという．

結合法を用いる上では，「結合させたい確率変数の値 (ランダムに動く粒子の配置)が，
うまく自然なcouplingが取れないような位置にある」という状況がしばしば生じる．対
象とする確率モデル毎にこの問題を回避するための技巧が必要となり 2，そのために (非
本質的にも見える) 仮定を置く場合もある．前述の性質を用いることで，結合法に頼る
事なくWasserstein距離を直接解析することが可能になる (次節および3.2節を参照)．

2.2. 応用：微分評価との双対性
Mをポーランド測地空間とし，p ∈ (1,∞)とする．f ∈ CLip

b (M)に対して，Hopf-Lax

半群Qtf : M → R (t ≥ 0)を，次で定める：

Qtf(x) :=

 inf
y∈M

[
f(y) +

t

p

(
d(x, y)

t

)p]
(t > 0のとき),

f(x) (t = 0のとき).

ここで，Theorem 2.1のf ∗はQ1fに他ならないことを注意しておく．
MがRiemann多様体でp = 2の時，µ0, µ1 ∈ P2(M)とすると，Theorem 2.2における

µ0とµ1のdynamical coupling Πについて，次の性質が形式的に成り立つ([54]および [64,

Chapter 7]参照)：fを (2.1)の上限を実現する関数とすると，Π-a.e. γ ∈ Γ([0, 1] →M)

で γ̇(t) = ∇Qtf(γ(t))．この意味で，Qtfはdynamical couplingとは双対の形でµ0とµ1

の間のWasserstein距離を補間していると考えられる．
この発見的考察を背景に，最初のMの場合に戻る．(µ(t))t∈[0,1]をP(M)上の“よい”

曲線とすると，Kantorovich双対性においてHopf-Lax半群を用いた別表示
1

p
Wp(µ(0), µ(1))p = sup

f∈CLip
b (M)

[∫
M

Q1f dµ(1) −
∫
M

Q0f dµ(0)

]
= sup

f∈CLip
b (M)

[∫ 1

0

∂t

(∫
M

Qtf dµ(t)

)
dt

]
(2.2)

が成り立つ．さらに，Hopf-Lax公式の一般化であるQtfは，この抽象的な枠組におい
ても，然るべき意味でHamilton-Jacobi方程式

∂tQtf(x) = −1

q
|∇Qtf |(x)q

をみたす ([1, 23]等を参照)．このことを踏まえて (2.2)の t-微分を計算すれば，µ(t)の性
質に応じた評価が得られる．Wasserstein距離に関するこの解析手法は，[34]で初めて
導入され，その有効性が徐々に判明しつつある (例えば，この講演に関連する内容では，
[1, 2, 19, 21]を参照)．ここでは，[34]で扱った問題として次の定理を紹介しておく：

2例えば，3.1節の脚注達を参照．



Theorem 2.3 (cf. [34]) P (x, ·) ∈ P(M) (x ∈ M)を変数 x ∈ M について弱収束位
相で連続なMarkov核とする．P の (有界可測)関数 f への作用を Pf と書く．すなわ
ち，Pf(x) :=

∫
M

f(y)P (x, dy)．また，f : M → Rに対して，局所 Lipschitz定数

|∇f | : M → Rを次で定める：

|∇f |(x) := lim sup
y→x

|f(x) − f(y)|
d(x, y)

.

このとき，p, q ∈ [1,∞], p−1 + q−1 = 1とC > 0について，次は同値：

(i) 各x0, x1 ∈Mに対して，Wp(P (x0, ·), P (x1, ·)) ≤ Cd(x0, x1)．

(ii) 各f ∈ CLip
b (M)に対して，|∇Pf |(x) ≤ CP (|∇f |q)(x)1/q

(ただし，q = ∞のときは，右辺はC sup
y∈M

|∇f |(y)とする)．

この定理の証明のうち，(i)⇒(ii)は比較的易しい．前述の技法は (ii)⇒(i)の証明で用い
る．その際，P(M)上の曲線としてP (γ(t), ·) (γ(t)はM上の測地線) を用いる．[34]で
は，主にHamilton-Jacobi方程式を正当化するために，追加の仮定を課している．しか
し，それらの技術的な仮定は実際には必要ない (ことが，現在は判明している)．

3. Ricci曲率，熱分布とWasserstein距離
この節では，(M, g)を完備Riemann多様体 (gはRiemann計量，すなわち各接空間上の
内積)とする．この講演を通じて，Riemann多様体は境界を持たないもののみ考える．
この講演で考える確率過程の couplingは全て，あえて直感的に言うと，「無限小時間で
の変分の couplingの積分」で与えられる (離散時間の場合で述べると，「対象とする確

率過程Si(n) (i = 0, 1)は確率変数列Xi(j)の和Si(n) =
n∑
j=1

Xi(j)で与えられていて，変

分Si(n) − Si(n − 1) = Xi(n) (i = 0, 1) の couplingを各nで与えた結果として，S0(n)

とS1(n)の couplingを得る」という考え方に相当する)．

3.1. Brown運動の結合法とRicci曲率
以下，Ricci曲率Ricに関する「あるK ∈ Rで，Ric ≥ Kをみたすものが存在する」と
いう仮定の下で，Brown運動 (Laplace-Beltrami作用素∆を生成作用素に持つ拡散過
程 3)の平行移動 couplingを考える．ここから，目標である (3.1)を結合法で得るまで
の議論は全て heuristicである．ただし，「(3.1)をみたす couplingが存在する」という
意味では結論は厳密な意味で正しいし，証明はここでのheuristicに沿って展開される．
[4, 33, 66]および，そこに挙げられた文献を参照のこと．

2つのM 上の Brown運動の coupling (B0(t), B1(t))t≥0 について，各々の無限小変
動 dB0(t), dB1(t)は，それぞれ接空間 TB0(t)M , TB1(t)M の元とみなされる．平行移動
couplingとは，dB1(t)がdB0(t)の(B0(t)とB1(t)を結ぶ最短測地線に沿った，Levi-Civita

接続による) 平行移動で与えられているものとする 4．dB0(t)を “Brown運動を生成す
る白色雑音”として与えると，平行移動は接空間上の等距離写像であるから，これが2

3確率論の立場では∆/2を生成作用素とする方が自然だが，ここではそうしない
42粒子が一方が他方の最小跡に属するときには，別の議論が必要になる．しかしそこは，2.1節の最後
に触れた技巧面に相当するので，ここでは立ち入らない．



つのBrown運動のcouplingを与えると考えられる．平行移動coupling (B0(t), B1(t))と
Ricci曲率との相関は，2粒子の間の距離 ρ(t) = d(B0(t), B1(t))の変分を考えると明ら
かになる．伊藤の公式をρ(t)に対して適用する 5と，couplingを平行移動で与えた帰結
として，martingale部分が0になる．このことは，Euclid空間で線分の端点を動かした
時の線分の長さの変分を見るとき，片側の端点の変分を他方の平行移動とすれば，第
1変分 (1回微分)が 0になることの自然な拡張といえる；1回微分の段階では，空間の
曲がり具合 (曲率)の影響は表れてこない．そして，ρ(t)の有界変動部分は距離関数の
2回微分 (の trace)で記述される．この量は曲率の情報を内包し，その結果としてRicci

曲率 (の下限)が，この項の評価に使用できる 6．その結果，Ricci曲率に関する我々の
仮定の下で，評価式

dρ(t) ≤ −Kρ(t)dt

を得る．これは ρ(t)に関するdeterministicな微分不等式となっているので，標準的な
議論で，次を得る：

ρ(t) ≤ e−Ktρ(0). (3.1)

さらに初期分布に関する若干の議論をすれば，次が得られる:

Proposition 3.1 ([4, 33, 66]等) µi(t) ∈ P(M)(i = 0, 1)は，次の (weak senseでの)熱
方程式の解とする：

∂tµ(t) = ∆µ(t). (3.2)

このとき，eKtW∞(µ0(t), µ1(t))は tについて単調非増加．特に，

W∞(µ0(t), µ1(t)) ≤ e−KtW∞(µ0(0), µ1(0)). (3.3)

ここまでの議論について，3つの要点を確認しておこう．

(a) Ricci曲率が現れる理由は，距離関数を用いていることにある．従って，別のM×M
上の関数を考える際でも，対応する別の量の制御を適切に課せば，その関数と
couplingとの合成に対する良い評価が得られる可能性がある．

(b) ρ(t)のmartingale部分が消えることは，平行移動が等距離写像であること，およ
び，2つのBrown運動の速度が等しいことが関係している．

(c) ρ(t)のmartingale部分が消えなければ，(3.1)のようなL∞-評価は期待できない．

実際に，これらの要点は平行移動 couplingに基づく議論の拡張に関連している．例え
ば，Riemann計量gが時間に依存する場合 (この場合，基礎となる測度や距離，生成作
用素全てが時間に依存する)には，この，dを時間依存距離に置き換え，Ric ≥ Kの条
件を計量の時間依存性を加味した条件で置き換えた形で (3.1)および (3.3)に相当する
評価が得られる ([4, 32, 45]参照)．ここでは (a)に相当する部分が別の関数に変わった
のみで，(b)の考察と同じ理由によりmartingale部分は消える．それに対して，時間依
存計量の特別な場合として後ろ向きRicci流を考え，通常の距離を Perel’manの L-距

5ここでの議論も，本来は 2粒子が最小跡の外側にいるとき (dが微分可能なとき)のみ有効．
6距離関数の2回微分に現れるのは曲率テンソルであり，Ricci曲率ではない．traceを取ることで，Ricci
曲率が自然に対応する．couplingの構成法としてBrown運動をランダムウォークで近似する手段を
取ると，この違いが技巧上の困難のひとつとなる．



離に置き換えた場合についても類似の結果が成り立つ ([35, 62]参照)．この場合には，
異なる時間スケールを持つ 2つのBrown運動の (時空間)平行移動 couplingを考える．
時空間平行移動は等距離写像になるのだが，2粒子の動く速さが異なるので，(b)で述
べた事情により，主張は (3.1)の形と異なってくる．具体的には，ρ(t)に相当する量が
supermartingaleになる，という主張になる．なお，同様のことは4.2節でも議論される．
また，考えるcoupling自体を変え，平行移動の代わりに最短測地線の速度方向に対す

る折り返しを用いて構成した couplingでも，ある種のWasserstein距離の単調性が得ら
れる [36]．なお，歴史的には，この種のcouplingに関する研究の方が平行移動 coupling

に先行している ([12, 30, 41]等参照)．この場合には，ρ(t)に相当する量のmartingale

partを敢えて消さないようにしているため，couplingの振る舞いが質的に異なる．そ
の一方で，この couplingを用いることで，前述の平行移動 couplingでは無視されてい
る，次元に関する情報を捕らえることができる．例えば，(3.3)からは得られないよう
な，Laplacianのスペクトルギャップの精密な評価が従う ([11, 26, 66, 71]参照)．

3.2. Wasserstein空間上の勾配流としての熱分布
この節では，Wasserstein距離の性質を用いて，W2に関して，(3.3)に相当する熱分布
のLipschitz評価

W2(µ0(t), µ1(t)) ≤ e−KtW2(µ0(0), µ1(0)) (3.4)

を導く方法を紹介する．熱方程式 (3.2)の解 (熱分布) (µ(t))t≥0をWasserstein空間上の
曲線とみなしたとき 7，

「(µ(t))t≥0は (形式的に) 相対エントロピーの勾配流とみなせる」

という観点が，ここでの議論の鍵になる．まず，この観点を [53, 54]に沿って (heuristic

な議論により)説明する．
P2(M)の元のうち，Riemann体積測度volgに絶対連続なもの全体の成す部分集合を

Pac
2 (M)と書く．ここで，Pac

2 (M)が形式的に (無限次元の)Riemann多様体とみなせる
ことを見る．まず，天下り的ではあるが，µ ∈ Pac

2 (M)における“接空間”TµPac
2 (M)と

その上の“Riemann計量”σµを以下のように定める：

TµPac
2 (M) :=

{
∇ϕ : M上のC∞-勾配ベクトル場

∣∣∣∣ ∫
M

|∇ϕ|2 dµ <∞
}L2(µ)

,

σµ(V, V
′) :=

∫
M

〈V, V ′〉 dµ.

TµPac
2 (M)がいかなる意味で接空間であるのかを見るため，Pac

2 (M)上の曲線と，その接
ベクトルについて考えよう．Pac

2 (M)の元を流体の密度分布とみなした時，Pac
2 (M)上

の曲線 (µ(t))tは (総質量を保存する)流体の運動と考えられる．従って，µ(t)の (volgに
関する)分布密度をρtと書くと，ρtは，質量保存則あるいは連続方程式と呼ばれる次の
関係式を (weak senseで)みたす (時間にも依存した)勾配ベクトル場∇ϕtが存在する：

∂tρt + ∇ · (ρt∇ϕt) = 0. (3.5)

∇ϕtは密度ρtの無限小時間での変化の仕方を記述するものと考えられる．この観点に
基づき，∇ϕtをTµtPac

2 (M) の元とみなす．そうすると，この接空間およびRiemann計
7厳密には「確率的完備」を含む何らかの条件が必要ではあるが，ここでは詳細に立ち入らない．



量から定まるRiemann距離がWasserstein距離と一致することが分かる．実際，µ0 ∈
µ1 ∈ Pac

2 (M) の間のWasserstein距離W2(µ0, µ1)の2乗は，この計量σに関する曲線の
エネルギー汎関数の最小値としての変分表示 (Benamou-Brenierの公式 8) を持ち，µ0

とµ1をつなぐP2(M)内の測地線 (µt)t∈[0,1]はエネルギー汎関数の最小値を実現するこ
とが分かる．
さて，相対エントロピーEnt : P2(M) → R̄を，次で定義する 9：

Ent(µ) :=


∫
M

ρ log ρ d volg (dµ = ρ d volgのとき),

∞ (そうでないとき).
(3.6)

Entの勾配流について考えるため，まず，先ほど導入したRiemann構造に基づくEntの
(Pac

2 (M)上の関数としての) 勾配ベクトル∇Entを決定する．(µt)tを，各 tで∇ϕtを接
ベクトルに持つ連続方程式 (3.5)をみたすPac

2 (M)上の曲線とする．また，µtのvolgに
関する密度をρtとする．先に導入したPac

2 (M)上のRiemann計量σにより，
d

dt
Ent(µt) = σµt(∇Ent,∇ϕt)

とならねばならない．すると，左辺を計算することで，(∇Ent)(µt) =
∇ρt
ρt
を得る．

よって∇Entが得られたので，次にEntの勾配流について考える．µtをEntの勾配流
とすると，µtの速度ベクトルは−(∇Ent)(µt)に一致する．よって，連続方程式の∇ϕt
にこれを代入することでµtの分布密度ρtが

∂tρt + ∇ ·
(
ρt

(
−∇ρt

ρt

))
= 0

をみたすことが分かる．これは「ρtが熱方程式をみたす」ということに他ならない．
よって，熱方程式の解の一意性から，µ(t)はEntの勾配流と一致する．

RmあるいはRiemann多様体上において，γi(t) (i = 0, 1)がポテンシャル関数Φの勾
配流，すなわち∂tγi(t) = −∇Φ(γi(t))とする．ΦがC2-級であれば，

Hess Φ ≥ K ⇔ d(γ0(t), γ1(t)) ≤ e−Ktd(γ0(0), γ1(0))

となる．前述のように，熱分布はEntの勾配流と (P2(M)上の形式的なRiemann構造
の下で)みなせることが分かったので，“Hess Ent ≥ K”に相当する条件の下で (3.4)が
従うことが期待できる．これを厳密に遂行するためには，以下の 3つの点を押さえね
ばならない．

(a) Entの微分は形式的なRiemann構造に合わせて取ったものであるから，2階微分
であるHess Entの定義を (厳密に)与えることは自明ではない．

(b) 前述のP2(M)上のRiemann構造はあくまでも形式的なものであって，無限次元
空間である (P2(M),W2)上での解析には様々な技術的困難がある．Hess Ent ≥ K

の定義を与えたとして，そこから (3.4)を導出できるような，勾配流の適切な定
義が必要になる．

8この公式は，適切な仮定の下では厳密に成り立つ．[3, 63, 64]および，その参考文献を参照．
9volgが無限測度のときは，無条件では定義できない．ある c > 0, x ∈ Mで ecd(x,·)2が volgについて可
積分であれば，問題なく定義できる．



(c) 直前の項目で行うように勾配流の定義を取り替えた場合には，それが，本来知り
たかった熱分布と同じものであるかどうかは，「先験的に明らか」ではない．

現在のMの仮定の下では(a)-(c)の問題は全て解決でき，この節で言及した考え方のかな
りの部分が厳密に遂行できる [16]．ここで，次節で見るように，(a)における「Hess Ent ≥
K」という条件 (の適切な定式化)は，実はRic ≥ Kと同値になる．よって，この節で
扱った内容は，「条件Ric ≥ Kからの (3.4)の導出」と位置づけられる．これは，前節
の結合法による (3.3)の導出に対応するものといえる．
一方，この節の議論を通じRic ≥ Kから得られる評価 (3.4)は，(3.3)より真に弱い．

その意味では，本節の手法は「労多くして益少なし」に見えるかもしれない．しかし，
この手法の重要性は，空間の可微分性の構造を用いずとも議論が走る形に整備が可能な
点にある．実際，前述の (a)-(c)の問題を解決する仮定で，距離空間上の勾配流に関する
既存の理論が (P2(M),W2)を含む形へと拡張・整備されてきた．その結果，理論の多く
の部分は，基礎となる空間Mが測度つき距離空間の場合でも適用可能な形へと拡張さ
れた．しかも，Alexandrov空間などの通常の意味での微分構造を持たない特異空間を
例として含む．この部分に関する専門書として [3]を，参考書として [64]を，また，これ
らの本の出版後の重要な進展，特に測度つき距離空間上の解析について，[1, 2, 20, 21]

を挙げておく．

最後に，前述の (a)-(c)の問題について，どのような考え方が用いられたのか，そし
て，その考え方がその後の発展にどう繋がっているのかを簡単に述べておこう．

(a)について，いま必要なのはHess Entそのものではなく「Hess Ent ≥ K」に相当す
る条件である．この条件であれば，凸関数の概念を通じて，微分を用いずに距離関数
W2のみで以下のように定義できる：

Definition 3.2 Entが (P2(M),W2)上でK-凸であるとは，各µ(0), µ(1) ∈ P2(M)に対
して，W2-測地線 (µ(t))t∈[0,1] と t ∈ [0, 1]が存在して，以下が成り立つこととする 10：

Ent(µ(t)) ≤ (1 − t) Ent(µ(0)) + tEnt(µ(1)) − K

2
t(1 − t)W2(µ(0), µ(1))2.

(b)については，少なくとも 2つの定式化 (Energy dissipation identity(EDI)とEvo-

lution variational inequality(EVI))がある．いずれもMが測度つき距離空間であれば
意味を持つ定義となっている．距離空間である (P2(M),W2)では，接ベクトル (微分)

の概念を考えることは難しい．従って，「ベクトルが等しい」という概念をどう定義す
るのか，が，勾配流を定式化する上での鍵となる．例えばEDIであれば，「微分の絶対
値」に相当する概念として局所Lipschitz定数が利用できる事に着目する．まず，「微分
の絶対値」だけを用いて「ベクトルが等しい」に相当する概念を記述し，それを定義
として用いる，という考え方をする．それらの定義はポテンシャル関数がEntである
場合に限らず，広く適用可能である．

EVIと EDIは，解の存在と一意性について異なる特性を持つ．EVIからは (3.4)が
従い，そこから解の一意性が直ちに従う．EDIの解の一意性は，一般には不明．しか
し，ポテンシャル関数としてEntを考えている際には，Definition 3.2の条件の下で広い

10「端点µ(0)とµ(1)を結ぶ任意の測地線に対して以下の不等式が成り立つ」という，やや強い定義を
することもある．



範疇で一意性が成り立つ [1, 20]．ただし，EDIから (3.4)が従うとは限らない 11．一方
で，解の存在については，EDIにのみ存在定理が (緩い仮定の下で)知られている．な
お，Definition 3.2の条件の下，Entに関してEDIをみたす曲線がEVIをみたすかどう
か (ひいては，(3.4)をみたすかどうか)は，その曲線が定める分布の，初期条件に対す
る線型性と深い関係がある [2]．この意味で，この問は (c)とも関連している．

(c)については，[27]による先駆的な結果ののち，その路線に従って，完備Riemann

多様体の場合は最終的に [16]によって示された．ここまでの議論は，Entの勾配流が，
その密度関数の対数微分 (の，(-1)倍)を速度ベクトルとする連続方程式をみたすこと
をチェックすることで，熱方程式の解の一意性に帰着させる，という同定方法を採っ
ている．そのため，充分な可微分性を持たないAlexandrov空間などの特異空間では，
同様の議論の展開は困難と予想されていた．

Alexandrov空間の場合は，講演者らによりこの問題が解決された [21] (ただし，(3.4)

の導出はEVIとは別の議論による；[22, 48]参照)．解決に当たり，Dirichlet形式から
定まる熱分布がEntの勾配流の条件をみたす，という，従来とは逆向きの議論を展開し
た．この方法は，Dirichletエネルギー汎関数をCheeger型のエネルギー汎関数で置き
換えた形で，一般の測度つき距離空間へと拡張されている [1]．これらの議論において，
2.2節で解説した，Hopf-Lax半群に基づくWasserstein距離の解析が重要な役割を果た
していることを注意しておく．なお，これらの結果は，いずれの場合もDefinition 3.2

に相当する仮定の下で議論されている．この仮定が成り立たない場合にはEntの勾配
流の扱いが困難になることもあり，空間が滑らかな場合でも結果は知られてない 12．
その他にも，Wiener空間の場合 [18]／Finsler多様体の場合 [51]／Heisenberg群の

場合 [28]／有限Markov連鎖の場合 [44]／Lévy過程の場合 [15] など，Riemann多様体
あるいはBrown運動とは質的に異なる状況でも (c)に相当する問題は考察・解決されて
いる (5節も参照のこと)．

3.3. 「Ricci曲率が下に有界」の別の定式化
3.1節および 3.2節で条件Ric ≥ Kから得た評価 (3.3) あるいは (3.4)は，実はRic ≥ K

と同値になる．この主張は，最終的に [65]において整理された形で示された．実際に
は，より詳しく以下が成り立つ．

Theorem 3.3 ([65]) M を完備Riemann多様体とし，更に確率的完備 (有限時刻では
Brown運動が無限遠に到達しない，あるいは，熱分布が時間変化で総熱量を保存する)

を仮定する．また，K ∈ Rとする．このとき，次は同値：

(i) Ric ≥ K．

(ii) 相対エントロピーEntが (P2(M),W2)上でK-凸 (Definition 3.2参照)．

(iii) µi(t) (i = 0, 1)を (3.2)の解とする．このとき，(ある／すべての)p ∈ [1,∞]で 13

11 5節のFinsler多様体の項を参照．
12最低限，総熱量が保存されなければこの枠組みに乗らない．しかし，完備Riemann多様体の場合で
あっても，「ある c > 0と x ∈ M でRic ≥ −cd(x, ·)2」程度の評価があれば総熱量は保存される [24]．
これは勿論Ric ≥ Kの条件よりはずっと弱い．

13「ある pで成り立つ」であっても「全ての pで成り立つ」であってもよい，という意味．従って，「あ
る pで成り立てば全ての pで成り立つ」ことも従う．



次の評価が成り立つ：各 t ≥ 0で

Wp(µ0(t), µ1(t)) ≤ e−KtWp(µ0(0), µ1(0)). (Wp)

(iv) Ptを (関数に作用する)熱半群とする．このとき，(ある／すべての) q ∈ [1,∞]

で 14Bakry-Émeryの微分評価と呼ばれる次の評価が成り立つ：各 f ∈ CLip
b (M)，

t ≥ 0とx ∈Mで，
|∇Ptf(x)| ≤ e−KtPt(|∇f |q)(x)1/q. (Gq)

(v) 各f ∈ C∞(M)とx ∈Mで，Γ2-条件と呼ばれる次の不等式が成り立つ：

1

2

(
∆(|∇f |2)(x) − 2〈∇f,∇∆f〉(x)

)
≥ K|∇f |(x)2 (Γ2)

Ricci曲率の概念自体は，その定義に空間の可微分性を要するが，「Ricci曲率が下に
有界」という性質に置き換えた場合に現れる他の同値条件は，その定式化に必ずしも
空間の可微分構造を必要としない 15．従って，他の定式化はより広い空間族で適用で
きることが期待でき，それは実際に近年の研究の進展により実証されつつある．この
観点から見て (ii)-(v)の別の定式化が十分に有用であるためには，(i)の下で知られてい
た様々な性質が，((i)との同値性を経由せず)直接導けることが望ましい．実際，それ
はかなりの程度まで調べられている．さらにそれ以上に，これらの個別の条件からし
か知られていない応用 (他の条件を出発点とする場合には，この同値性を経由する以外
の証明が知られていない，という意味)もある．そのため，(i)以外の条件の同値性をよ
り広い枠組みで追求することにも，大きな意味がある．この観点では，Theorem 3.3の
主張は，証明の過程自体も研究推進上重要になる．

Theorem3.3の条件 (i)-(v)に対し，証明の流れを以下にまとめておく．

• (i)と (v)はBochner-Weitzenböckの公式

1

2

(
∆(|∇f |2) − 2〈∇f,∇∆f〉

)
= ‖Hess f‖2 + Ric(∇f,∇f) (3.7)

を介して同値になる ([5, 38]等を参照)．また，(i)は (ii)または (G∞)からも従う．
これらは [65]で初めて示された．条件 (iii)から直接 (i)を示す方法は知られてい
ないが，下で見るように (iii)は (iv)と非常に広い範疇で同値なので，(iv)を経由
することはあまり問題にならない．

• (ii)は，ここで挙げた条件のうち，(i)から導出する方法しか知られていない (ただ
し，3.2節での「熱分布はEntの勾配流である」という解釈に基づく形式的な議
論で，(W2)から (ii)を導くことはできる)．

• q, q′ ∈ [1,∞], q < q′であれば，(Gq)は (Gq′)を導く．また，類似の議論により，
p, p′ ∈ [1,∞], p > p′であれば，(Wp)は (Wp′)を導く．しかし，逆向きの導出は，
条件 (i)または (v)を介したものしか知られていない．一方，p−1 + q−1 = 1をみ
たすp, qについて，(Wp)と (Gq)は同値であることがTheorem 2.3から従う．

14前の脚注に同じ．
15 (iv)および (v)は，半群とその生成作用素の言葉のみで関数解析的に記述できる．



• Proposition 3.1より (i)は (W∞)を導く．また3.2節の議論から (ii)は (W2)を導く．

• (G2)は (v)と同値 ((v)は (G2)の (tに関する)微分形とまた)．解釈できる，空間の
滑らかさに相当する条件の下で，(v)は (G1)を導く (例えば [5, 38]を参照)．

• (v)を導く方法は，現状では上述のもの ((i)との同値性／ (G2)との同値性) のみ．

これらの関係を図式にすると次のようになる：

(i)

(ii)

(W∞)

(W2)

(W1)

(iii)

(G1)
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(v)
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破線の矢印は，空間の滑らかさに依存した議論を用いる部分である．
これらの条件のうち (iv)および (ii)の応用および特性について，MがRiemann多様

体の場合に限らず，少し説明を加えておく．まず，(G1)あるいは (G2)からは，対数
Sobolev不等式やPoincaré不等式などの種々の関数不等式が導出できる (例えば [5, 38]

を参照)．また，逆Poincaré不等式など，半群作用による関数の滑らかさの改良度合い
に関する不等式が従う．これらの議論は，Markov半群の定義された空間としての抽象
的な枠組で (少なくとも形式的には)有効である．なお，(G1)のみからしか知られてい
ない応用もあるが，上の図式から分かるように，空間の滑らかさを利用せずに ((W∞)

以外の条件から)(G1)を得る方法は知られていない．
条件 (ii)は空間の距離と測度にしか依存しない 16．従って，一般の測度つき距離空間

で意味を持つ．3.2節で見たように，(ii)から (W2)を得る議論もまた測度つき距離空間
で有効であったから，上の図式の中段は，広くこの範疇で成り立つ 17．その結果として，
(ii)から熱半群や熱核密度，固有関数に対するLipschitz連続性評価が得られる [2, 21]．
特にAlexandrov空間では (ii)が成り立つので [55]，この議論が適用できる．なお，こ
こでの議論を用いない場合，測度つき距離空間で有効な熱核の連続性評価は，従来は
Harnack不等式によるHölder評価が最良であったことを注意しておく (例えば [37, 58]

参照) ただしAlexandrov空間では，(ii)より強い仮定を置くことで，同様の結果を含む
様々な評価が別の方法で得られている ([56, 68, 69, 70]参照)．なお，測度つき距離空間
の枠組での条件 (ii)の応用は [43, 59] で詳しく調べられている．ここでは，この条件は
空間の直積やGromov-Hausdorff収束などの空間に対する幾何学的な操作で良い振る舞
いをすることを挙げるに止める．

16相対エントロピーの定義は，基礎測度に依存している．
17ただし，条件 (ii)以外は，熱分布を定めなければ意味を持たない事に注意．



最後に，Theorem 3.3で得た結果は全て重みつきRiemann多様体へと拡張できるこ
とに注意しておく．(M, g)をRiemann多様体とし，volgをRiemann体積測度としたと
き，重みつきRiemann多様体とは，測度としてRiemann体積測度の代わりに e−ψ volg
を考えたものとする．このとき，(i)ではRicci曲率の代わりにBakry-Émery Ricciテン
ソルRicψ = Ric + Hessψを考える．(ii)では，相対エントロピー汎関数を，基礎測度を
e−ψ volgに置き換えたもので考える．そして，(iii), (iv)，(v)では，Laplacianの役割を
L = ∆−∇ψ · ∇に置き換えればよい (こう取れば，e−ψ volgはLの対称化測度になる)．

4. 曲率次元条件
1節でも言及したように，精密かつ有用な幾何学的応用や関数不等式を得るためには，
Ricci曲率の下限だけでなく空間の次元を加味せねばならない場面が少なくない 18．こ
の節では，3.3節の結果を次元の上限を加味した形へ拡張する．ただし，ここで「次元」
と呼ぶ量は，測度つき距離空間の枠組みで考えた場合には，単純に空間の (位相的な)

次元を表すものではなく 19，測度の取り方との関係で定まる性質となっている．例え
ば，Euclid空間Rmを通常のEuclid距離で距離空間とみなし，Lebesgue測度の代わり
にGauss測度を取った場合を考える．この空間では，様々な意味で無限次元的な性質
が現れてくる．例えば，関数不等式の観点では，通常の Sobolev不等式が不成立にな
り，一方で対数Sobolev不等式は成り立つ [25]. その意味で，Riemann多様体上で「次
元」を考慮した議論を展開する際には，重みつき体積測度を考えるのが自然といえる．

3.3節の最後に見たように，重みつき測度を導入することは，拡散過程あるいは作用
素半群の観点では，生成作用素に勾配ベクトル場による1階微分の項を付け加えること
に対応する．また，Ricci曲率も重み関数に応じて適切な形に変形する必要がある．

4.1. 準備
ここでは，次元を加味した条件を記述するための諸概念を定義する．まず，Ricci曲率
テンソルの，重みつき測度に対する一般化を導入する．

Definition 4.1 M を n次元 Riemann多様体とする．N ∈ [n,∞]に対して，Bakry-

Émery N -Ricciテンソルを

RicNψ := Ric + Hessψ +
1

N − n
∇ψ ⊗∇ψ

で定める．N = ∞のとき，3.3節の最後で導入したBakry-Émery Ricciテンソルに一
致する．また，N = nは，∇ψ = 0のときのみ許容するとする．

次に，Definition 3.2の条件を次元の上限を加味した形へ拡張したものをSturm [60]

に従って導入する．

Definition 4.2 (M,d)をポーランド距離空間，νをM上のσ-有限なBorel測度として，
測度つき距離空間 (M,d, ν)を考える．また，K ∈ R, N ≥ 1 とする 20．

18勿論，無限次元空間上の解析では逆に，次元に依存しない概念であることが重要になる．
19ただし，無関係でもない．例えば次の脚注を参照．
20以下の曲率次元条件が成り立てば，Nは空間のHausdorff次元以上でなければならないことが分かる．



(i) Rényiエントロピー汎関数SN : P2(M) → R̄を，以下で定める：

SN(µ) :=

−
∫
M

ρ−1/N dν (dµ = ρ dνのとき),

∞ (そうでないとき).
(4.1)

(ii) (t, θ) ∈ [0, 1] × [0,∞)に対して，定数 τ
(t)
K,N(θ)を以下で定める：

τ
(t)
K,N(θ) :=


t1/N

(
sin(tθ

√
K/(N − 1))

sin(θ
√
K/(N − 1))

)1−1/N

(Kθ2 < (N − 1)π2のとき),

∞ (それ以外).

ただし，K = 0のときは極限値として，K < 0のときは sinh xを用いた自然な拡
張を取るものとする．また，τ (t)

K,Nの定義の場合分けはK > 0の場合のみ意味を
持ち，Bonnet-Myersの定理による直径の上限と対応している．この量は，測度
を測地線に沿って輸送した場合の，密度の歪み方を表す関数になっている．

(iii) (M,d, ν)が曲率次元条件 CD(K,N)をみたす，とは，任意の µi = ρiν ∈ P2(M)

(i = 0, 1)に対して，W2(µ0, µ1)を実現するπ ∈ Π(µ0, µ1)とµ0, µ1をつなぐ測地線
(µ(t))t∈[0,1]が存在して，各N ′ ≥ N , t ∈ [0, 1]に対して，次の不等式をみたすこと
とする：

SN ′(µ(t)) ≤ −
∫
M×M

[
τ

(1−t)
K.N ′ (d(x0, x1))ρ

−1/N ′

0 (x0)

+ τ
(t)
K.N ′(d(x0, x1))ρ

−1/N ′

1 (x1)
]
π(dx0dx1). (4.2)

Definition 4.2 (iii)とほぼ同等の概念が，[60]と同時期にLottとVillani [43]によって導
入されている．その概念では，Rényiエントロピーを考える代わりに，特定の性質を持
つ汎関数の族 (Rényiエントロピーを含む)を対象として，同様の不等式が成り立つこ
とを要請している．

(4.2)は，適切な変形の後にN ′ → ∞とすることで，Definition 3.2の条件を導く．そ
の意味でCD(K,N)は，Definition 3.2の条件の自然な拡張になっている．また，K = 0

の時は，より単純な，RényiエントロピーSN ′ (N ′ ≥ N)の凸性を表す式となる．

4.2. 「Ricci曲率が下に有界」かつ「次元が上に有界」の別の定式化
まず，Theorem 3.3に対応する結果として，「Ricci曲率が下に有界かつ次元が上に有界」
と同値な条件を，結果の新旧を問わず一纏めにして以下に述べる：

Theorem 4.3 Mをn次元完備Riemann多様体で，更に確率的完備とする．ψ ∈ C2(M)

とし，ν = e−ψ volgとする．生成作用素LをL := ∆ −∇ψ · ∇で定め，Pψ
t = etLとす

る．また，K ∈ R，N ∈ [n,∞]とする．このとき，次は同値：

(i) RicNψ ≥ K．

(ii) 曲率次元条件CD(K,N)が成り立つ．



(iii) µi(t) (i = 0, 1)を，拡散方程式 ∂tµ(t) = Lµ(t)の (weak senseの)解とする．この
とき，s > t ≥ 0について次が成り立つ：

W2(µ0(t), µ1(s))
2 ≤ e−2Kt − e−2Ks

2K(s− t)
W2(µ0(0), µ1(0))2

+
N

2
(s− t) log

(
1 − e−2Ks

1 − e2Kt

)
.

(iv) 各f ∈ CLip
b (M)，t ≥ 0とx ∈Mに対して，

|∇Pψ
t f |(x)2 ≤ e−2KtPψ

t (|∇f |2)(x) − 1 − e−2Kt

NK
(LPψ

t f)(x)2.

(v) 各f ∈ C∞(M)とx ∈Mで，曲率次元不等式と呼ばれる，次の不等式が成り立つ：
1

2

(
L(|∇f |2)(x) − 2〈∇f,∇Lf〉(x)

)
≥ K|∇f |(x)2 +

1

N
(Lf)(x)2. (4.3)

各条件とも，N → ∞とすることで，Theorem 3.3の対応する条件を導く．ただし，(iii)

ではそのまま極限を取れないため，まず s ↓ tとしてからN → ∞とする．
3.3節と同様に，条件の間の証明の流れについて言及する．条件 (i)および (v)の導入

およびこれらの同値性はBakryとÉmeryによる (例えば [5, 38]参照)．∇ψ = 0の場合
は，Bochner-Weitzenböckの公式 (3.7) から (v)が従う (∇ψ 6= 0の場合も同様)．3.3節
で Γ2-条件を導く際には (3.7)の ‖Hess f‖2の項を無視するのだが，そこをもう少し詳
しく評価すると (4.3)になる．(i)と (ii)の同値性は，Sturm [60]による (cf. [43])．また，
条件 (iv)の導入，および，この条件と (v)との同値性はF.-Y. Wang [67]による．この
部分の議論は，次元の上限を設定していない場合の議論に準じており，易しい．条件
(iii)の導入，および，(iv)との同値性は講演者による．ここでの議論はTheorem 3.3の
(iii)と (iv)の同値性を導く際に用いた議論 ([34]の結果に基づく)を拡張することで得ら
れる．また，3.1節の議論を拡張し，Lに付随する拡散過程の結合法を用いることで，
(i)から (iii)を得ることもできる．最後の 2つの結果については，より詳しく，次が得
られる：

Theorem 4.4 前のTheorem 4.3と同様の仮定を置く．また，p ∈ [2,∞)とする．

(1) RicNψ ≥ Kを仮定する．このとき，拡散方程式 ∂tµ(t) = Lµ(t)の (weak senseの)

解µi(t) (i = 0, 1)および s > t ≥ 0について次が成り立つ：

Wp(µ0(t), µ1(s))
2 ≤ e−2Kt − e−2Ks

2K(s− t)
Wp(µ0(0), µ1(0))2

+
N + p− 2

2
(s− t) log

(
1 − e−2Ks

1 − e2Kt

)
. (Ŵp)

(2) q ∈ (1, 2]，p−1 + q−1 = 1とする．このとき，(Ŵp)は次と同値：各f ∈ CLip
b (M)，

t ≥ 0とx ∈Mに対して，

|∇Pψ
t f |(x)2 ≤ e−2KtPψ

t (|∇f |q)(x)2/q

− 1 − e−2Kt

(N + (2 − q)/(q − 1))K
(LPψ

t f)(x)2. (Ĝq)



よって，Theorem 4.4を加味して条件間の関係を図式にすると次のようになる：

(i)

(ii) (Ŵ2)

(Ŵp)

(Ĝ2)

(Ĝq)

(v)
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破線の矢印では，空間の滑らかさに依存した議論を用いる．3.3節の図式と比べると，
欠けた矢印がいくつもある．それらの成立の是非は今後の課題であり，講演で幾分か
考察を加える予定である．この場合にも (iv)や (v)は豊富な応用を持つため，測度つき
距離空間上の幾何解析の観点からは，「(ii)⇒(Ŵ2)」の成立の是非が最も興味深い．

この節を締めるにあたり，Theorem 4.4の証明について，簡単に触れておこう．
(i)の証明は，3.1節で紹介した結合法の拡張による．ただし，対象とする熱分布ある

いはBrown運動の終端時刻が異なるため，異なる時間スケールで粒子を動かす必要が
ある．その結果として，3.1節の考察 (b)で見たように，“2粒子間距離のmartingale部
分”が消えずに残る．実際，(Ŵp)が p = ∞のときは (s = tの場合を除き)無意味な主
張となることは，この性質と関係があると考えられる (3.1節の考察 (c)を参照)．また，
現時点では結合法のみで直接 (Ŵp)を示せてはおらず，Wasserstein距離が測地距離で
あるという性質を利用している．

(ii)の証明は，2.2節で紹介したTheorem 2.3の議論の拡張による．やはり (Ŵp)⇒(Ĝq)

の議論は (比較的)易しい．逆の証明では，熱半群をMarkov核の作用 (熱核 pt(x, y)に
よる積分作用素) とみなしたときに，変数xと同時に tも動かしてP(M)上の曲線とみ
なすことが鍵になる (Theorem 2.3およびTheorem 3.3の証明では，xのみを動かす)．
その結果，時間のずれに対応する項に，次元の上限N が現れる ((Ĝq)では，LPψ

t f を
∂tP

ψ
t fと解釈する)．

5. 関連する結果
ここで述べたような，Ricci曲率の下限あるいは曲率次元条件およびそれらと同値な条
件については，Riemann多様体以外の状況でも盛んに研究されている．例えば，3.2節
や3.3節で述べたAlexandrov空間上の解析も，その一例に当たる．ここでは，

(a) 劣Riemann多様体 (特に，Lie群)と，その上の2階準楕円型微分作用素に付随す
る拡散過程 (および，それに付随する確率分布と半群)

(b) Finsler多様体と，その上の (非線形)熱方程式の解

(c) 飛躍型Markov過程

の各々について，近年の研究動向を述べておく．いずれの場合も，Riemann多様体の
場合とは異なる様相を示している．



まず，(a)について，この場合の最も基本的な例であるHeisenberg群上ではTheorem 3.3

(ii) およびTheorem 4.3 (ii) は成立しない [29]．また，Theorem 3.3 (iv)については，
類似しているが質的に異なる結果 21が成り立つ [6, 13, 14, 39, 46] (特に [13]により，
「Heisenberg群上では (iv)そのものはいかなる K ∈ Rでも不成立」まで示されてい
る)．(iii)については，Theorem 2.3がこの場合にも適用可能なため，前述の結果から
(iii)と類似の結果が従う (空間は滑らかだが，結合法による証明は知られていない 22)．
Theorem 4.3 (v)については，近年Baudoin, Bonnefont, Garofaloらによって劣Riemann

多様体上への拡張が研究され，熱核評価などの関数不等式について顕著な応用が得ら
れている [7, 8, 9, 10]．その一方で，彼らの条件からは，Theorem 3.3 (iv) に相当する
前述の評価は得られていない 23．

(b)の場合には，ここで挙げた条件のうち，Theorem 3.3 (i)にあたる条件をうまく与
えることでTheorem 3.3 (ii)と同値な条件を見出すことができる [47]．Finsler多様体に
は標準的な測度がないため，「Ricci曲率の (同値な)定式化 (Theorem (ii))」をFinsler計
量のみから考えるには些かの不都合がある (3.3節の最後の段落を参照のこと)．適当に
測度を与えることで，単なるRiemann多様体からの類推ではなく，重みつきRiemann

多様体の類推として見ることが要になる．しかし，この枠組では (W2)は (典型的には)

不成立になる [50]．この場合，熱分布は初期分布に関して非線形であり，3.2節で (W2)

の導出について述べたことと符合する．その一方，適切に概念を拡張すると，Γ2-条件
および (G2)に相当する結果は曲率条件から従う [49]．

(c)については，対象は限定的であり，結果もまだ発展途上ではある．Markov連鎖の
結合法には膨大な研究があるが，ここでは曲率条件と関わる部分に焦点を絞る．まず，
連続状態を許容する，離散時間のMarkov連鎖に対して「(W1)に相当する性質をみたす
ことが『Ricci曲率が下に有界』の定義」とし，その(幾何学的)帰結が研究された [52]．の
ち，有限状態かつ連続時間のMarkov連鎖に対して，3.2節の手法に関する研究が [17, 44]

により展開された．問題は，離散集合上の距離が測地的でないため，Wasserstein距離
の性質が悪くなることにある．その問題を克服するため，彼らはBenamou-Brenier公
式に基づく新しい (Wasserstein型の)距離を確率測度の空間上に導入した．そして，そ
の応用として，Theorem 3.3の (ii)⇒(W2)に相当する結果を得ている．また，この考え
方は [15]でLévy過程へと拡張されている．
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