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§1 導入



M : コンパクト Riemann多様体，∂M = ∅
({zt}t∈[0,∞), {Px}x∈M) : M 上の拡散過程

生成作用素 : L =
1

2
∆ + b

Xt(α) :=
∫

z[0,t]

α : 確率線積分

Yt(α) : Xt(α)のマルチンゲール部分
At(α) : Xt(α)の有界変動部分



‖ · ‖p : p次 L2-Sobolevノルム:

‖α‖2p :=
∫

M

|(1−∆1)p/2α|2dv

Dp := {滑らかな一次微分形式 }‖·‖p

p > 0 : 充分大 =⇒ Xt, Yt, At ∈ D−p



考察対象 : {Yt}t>0 の t→∞ での漸近挙動

Yt の解析  



• Xt 及びAt

• 経験分布
∫ t

0

δzsds

• {zs}s∈[0,t] のホモロジー的
挙動 (e.g.回転数)

• Periodic diffusion(M = Td)



既知の結果

大数の法則 (池田 ’87): Ȳt :=
1

t
Yt −−−→

t→∞
0

中心極限定理 (越智 ’85): Px

(
1
√

t
Yt

)−1
d−−−→

t→∞
νS0

大偏差原理 (g. ’03):

P
[
Ȳt ∈ A

]
� exp

(
−t inf

w∈A
I(w)

)
(t→∞)

( I: 速度関数 )



=⇒ Varadhanの補題より

lim
t→∞

1

t
log Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
= sup

w∈D−p

(F (w)− I(w)) =: κF

問題:

e−tκF Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
−−−→
t→∞

?



§2 速度関数の性質とその摂動



Varadhanの補題の直感的背景

大偏差原理より

Px

[
Ȳt ∈ dw

]
� exp

(
− tI(w)

)
dw

⇒ Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
�

∫
exp

(
t
(
F (w)− I(w)

))
dw

⇒
1

t
log Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
−−−→
t→∞

κF



⇒


e−tκF Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
の漸近挙動

l
F (w)− I(w) = κF なるwの近傍での

F − I の振る舞い



以下、F (w)− I(w) = κF ⇔ w = w0 を仮定



F (w0)− I(w0) = κF = sup
w

(
F (w)− I(w)

)
⇒

 ∇(F − I)(w0) = 0

∇2(F − I)(w0) ≤ 0

• F は 3回 Fréchet微分可能と仮定

• I は？  I の定義と性質が必要



I(w) :=


1

2

∫
M

|ŵ|2dµw if w ∈ H,

∞ otherwise.

w ∈ Ω⇔ ∃µw ∈M1(M) s.t.

√
dµw

dv
∈ H1,

〈w, du〉+
∫

M

Lu dµw = 0.

w ∈ H⇔ w ∈ Ω かつ
∃ŵ ∈ L2

1(dµw), 〈w, α〉 =
∫

M

(ŵ, α)dµw.



⇒F − I の摂動の方向を制限する必要がある

? 平衡状態w0 はどのような点か？

? どのような摂動を考えるか？



α0 := ∇F (w0) ∈ Dp

i.e. 〈w, α0〉 = ∇F (w0)(w)

Λ(α) : L̃αu := Lu + (α, du) +
1

2
|α|2u

の Principal eigenvalue

補題 1 I(w0)− 〈w0, α0〉+ Λ(α0) = 0



hα : Λ(α)に対応する固有関数 (hα > 0)

α := α−
dhα

hα

Lαu := Lu + (α, du)

mα : Lα の (正規化された)不変測度

補題 2 〈w0, β〉 =
∫

M

(α0, β) dmα0



摂動

γε ∈ Dp, γ0 = α0

µε : u 7→ Lu + (γε, du)の不変 (確率)測度
(⇒ µ0 = mα0)

〈wε, β〉 :=
∫

M

(γε, β)dµε

(⇒ wε ∈ H, µwε = µε, ŵε = γε )

γε, µε は εに滑らかに依存すると仮定



命題 1

F (wε)− I(wε) = F (w0)− I(w0)

+
ε2

2

(
(w̃, GF

w0
w̃)−p −

∫
M

|γ(1)
0 |2dmα0

)
+ o(ε2)(
⇒

∫
M

|γ(1)
0 |2dmα0 ≥ (w̃, GF

w0
w̃)

)
ただし、〈w̃, β〉 =

∫
M

(γ(1)
0 , β)dmα0



(η, GF
w0

η)−p

= ∇2F (w0)((1− Γ∗
α0

)η, (1− Γ∗
α0

)η)

ただし、
Lα0u = (α0, β)−

∫
M

(α0, β) dmα0

の解 uα0,β に対して、Γα0β = duα0,β



〈wε − w0, β〉

=
∫

M

(γε − α0, β) dµε +
∫

M

Lα0uα0,βdµε

=
∫

M

(γε − α0, β) dµε

−
∫

M

(
γε − α0, duα0,β

)
dµε

=
∫

M

(γε − γ0, (1− Γα0)β) dµε

∴ w
(1)
0 = (1− Γ∗

α0
)w̃



? ∀α ∈ Dp, ∃(γε, µε)ε s.t. γ
(1)
0 = α

? γ
(1)
0 ∈ L2

1(dmα0)の場合まで拡張

Lw0(ω) =


1

2

∫
M

|ω̌|2dmα0 if ω ∈ H′
w0

,

∞ otherwise.

ω ∈ H′
w0

⇔ ∃ω̌ ∈ L2
1(dmα0), 〈ω, β〉 =

∫
M

(ω̌, β)dmα0



⇒ ∀w ∈ D−p, Lw0(w) ≥
1

2
(w, GF

w0
w)

(∇2(F − I) ≤ 0に対応)

仮定 1 ∃δ > 0 s.t.

Lw0(w) ≥
1

2
(w, GF

w0
w) + δ‖w‖2−p

(∇2(F − I) < 0に対応)



§3 平衡点近傍での挙動



J(t) := e−tκF Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
A :=

{
‖Ȳt − w0‖−p ≤ ε

}
⇒ J(t) � Ex

[
1A exp

(
t(F (Ȳt)− κF )

)]


大偏差原理より

lim sup
t→∞

1

t
log Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)
; Ac

]
≤ sup {F (w)− I(w) ; ‖w − w0‖−p > ε}

< κF



ε ≈ 0⇒ F (Ȳt)をw0 で Taylor展開

F (Ȳt)− κF = F (Ȳt)− F (w0) + I(w0)

= F (Ȳt)− F (w0) + 〈w0, α0〉 − Λ(α0)

= Ȳt(α0) +
1

2
∇2F (w0)(Ȳt − w0, Ȳt − w0)

− Λ(α0) + (剰余項)

⇒J(t) � e−tΛ(α0)Ex

[
1A · eYt(α0)

× exp
( t

2
∇2F (w0)(Ȳt − w0, Ȳt − w0)

)]



h-変換
T α

t := exp (tLα)

T α
t f(x) = e−tΛ(α)Ex

[
eYt(α) hα(zt)

hα(x)
f(zt)

]
= Eα

x [f(zt)]

⇓

J(t) � Eα0
x

[
1A ·

hα0(x)

hα0(zt)

× exp
(

t

2
∇2F (w0)(Ȳt − w0, Ȳt − w0)

) ]



Y α0
t (β) := Yt(β) +

∫ t

0

(α0, β)(zs)ds

Y α0
t は P α0

x のもとでマルチンゲール

補題 3 Ȳt − w0 = (1− Γ∗
α0

)Ȳ α0
t + (剰余項)

⇓

J(t) �

Eα0
x

[
1A ·

hα0(x)

hα0(zt)
exp

(
t

2
(Ȳ α0

t , GF
w0

Ȳ α0
t )−p

) ]



A :=
{
‖Ȳt − w0‖−p ≤ ε

}
= A1

⊔
A2

A1 :=
{∥∥Ȳ α0

t

∥∥
−p
≤ t−1/2R

}
A2 :=

{
t−1/2R ≤ ‖Ȳ α0

t ‖−p < ε
}

Ji(t) =

Eα0
x

[
hα0(x)

hα0(zt)
exp

(
t

2
(Ȳ α0

t , GF
w0

Ȳ α0
t )−p

)
;Ai

]



J1(t)の評価

中心極限定理: Px

(
1
√

t
Y α0

t

)−1
d−−−→

t→∞
νSw0

(νSw0
: 共分散作用素 Sw0 を持つ Gauss測度)

⇓

lim
t→∞

J1(t) = hα0(x)
∫

M

1

hα0
dmα0

×
∫

‖w‖−p≤R

exp
(

1

2
(w, GF

w0
w)

)
dνSw0



↓ R→∞

1

det(1−GF
w0
◦ Sw0)1/2

hα0(x)
∫

M

1

hα0
dmα0



dνSw0
=

1

Z
exp

(
−

1

2
(w, S−1

w0
w)−p

)
dw

2Lw0(w) = (w, S−1
w0

w)−p

仮定 1

}
⇒

exp
(

1

2
(w, GF

w0
w)−p

)
: νSw0

-可積分



J2(t)の評価

Moderate deviation:

g(t) = o(
√

t), lim
t→∞

g(t) =∞ のとき

Pα0
x

[
1

g(t)
√

t
Y α0

t ∈ A
]

� exp
(
−g(t)2 inf

w∈A
Lw0(w)

)



A2上、 t−1/2R . ‖Ȳ α0
t ‖−p . ε

⇒ R . εt1/2 かつ 1 .
∥∥∥∥ 1

R
√

t
Y α0

t

∥∥∥∥
−p

J2(t) ≤ CEα0
x

[
1A2 exp

(
t

2
(Ȳ α0

t , GF
w0

Ȳ α0
t )−p

)]
≈

t→∞
C

∫
‖w‖−p≥1

dw

exp
(

R
(1

2
(w, GF

w0
w)−p − Lw0(w)

))



仮定 1: Lw0(w) ≥
1

2
(w, GF

w0
w) + δ‖w‖2−p

⇒ lim sup
t→∞

J2(t) −−−−→
R→∞

0

⇓

lim
t→∞

e−tκF Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
=

hα0(x)

det(1−GF
w0
◦ Sw0)1/2

∫
M

1

hα0
dmα0



KF := {w ∈ D−p ; F (w)− I(w) = κF }
KF は空でないコンパクト集合

定理 1 仮定 1のもと#KF <∞ かつ

lim
t→∞

e−tκF Ex

[
exp

(
tF (Ȳt)

)]
=

∑
w∈KF

hαw(x)

det(1−GF
w ◦ Sw)1/2

∫
M

1

hαw
dmαw

ただし、αw = ∇F (w)

(仮定 1⇔∇2(F − I) < 0⇒ #KF <∞)



§4 関連する結果



Xt およびAt の漸近挙動

e(α) :=
∫

M

(
(b̂, α)−

1

2
d∗α

)
dm0

X̄t =
1

t
Xt − e, Āt :=

1

t
At − e

? lim
t→∞

X̄t = lim
t→∞

Āt = 0 a.s.

◦ ◦ ◦

Luα = (b̂, α)−
1

2
d∗α− e(α)

Qα:= duα



⇒ X̄t(α) = Ȳt((1−Q)α)

+
1

t
(uα(zt)− uα(z0))

Āt(α) = Ȳt((−Q)α)

+
1

t
(uα(zt)− uα(z0))

大偏差原理:

確率変数 速度関数
X̄t ←→ I(1−Q∗)(w) = inf

(1−Q∗)η=w
I(η)



F1 := F ◦ (1−Q∗)

定理 2 ∇2(F1 − I) < 0 の仮定のもと、
#KF1 <∞ かつ

lim
t→∞

e−tκF1Ex

[
exp

(
tF (X̄t)

)]
=

∑
w∈KF1

hαw(x)e−uα̃w (x)

det(1−GF1
w ◦ Sw)1/2

∫
M

euα̃w

hαw
dmαw

(αw = ∇F1(w), α̃w = ∇F ((1−Q∗)w))

Āt についても類似の結果が成立



経験分布

At(α) =
∫ t

0

(
(b̂, α)−

1

2
d∗α

)
(zs)ds

⇒ At(du) =
∫ t

0

Lu(zs)ds

ι : D−p → H−p+1

〈ι(w), u〉H−p+1
= 〈w, du〉

G = L−1: Green作用素

⇒ G∗ ◦ ι(Āt) =
1

t

∫ t

0

δzsds =: l̄t



F̂ : H−p+1 → R
F := F̂ ◦ G∗ ◦ ιとして、Āt での結果を適用

⇓

lim
t→∞

e−tκ̂F̂ Ex

[
etF̂ (l̄t)

]
=

∑
µ∈K̂F̂

ĥµ(x)

det
(
1−∇2F̂ ◦ Ŝµ

)1/2

∫
M

1

ĥµ

dµ

(cf. Bolthausen-Deuschel-Tamura ’95)



Ȳt での結果との比較

(1− Γ∗
α0

)に対応する項の不在
↑

† Yt(およびXt、At)は、定義が測度Pxに依存
⇒ Px → Pα0

x の変換で補正が必要
† lt は、定義が測度 Px に依存しない
⇒ 補正項が不要


