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0 Stirlingの公式
Stirlingの公式とは

n! ∼ nne−n
√
2πn (n → ∞)

という階乗の近似公式のことである. ここで an ∼ bn (n → ∞)は limn→∞(an/bn) = 1 を
意味する. このノートではまず最初にガンマ分布に関する中心極限定理から Stirlingの公
式が “導出”されることを説明する. 精密かつ厳密な議論はしない.

1 ガンマ分布に関する中心極限定理からの“導出”

ガンマ分布とは次の確率密度函数で定義される確率分布のことである:

fα,τ (x) =


e−x/τxα−1

Γ(α)τα
(x > 0),

0 (x ≦ 0).

ここで α, τ > 0 はガンマ分布を決めるパラメーターである. 以下簡単のため α = n > 0,

τ = 1 の場合のガンマ分布のみを扱うために fn(x) = fn,1(x) とおく:

fn(x) =
e−xxn−1

Γ(n)
(x > 0).

∗2016年 5月 1日 Ver.0.1. ／ 2016年 5月 2日 Ver.0.2. 対数版 Stirlingの公式の節を追加した.



2 2. ガンマ分布の特性函数を用いた表示からの導出

確率密度函数 fn(x) で定義される確率変数を Xn と書くことにする. 確率変数 Xn の平均
と分散は両方 n になる.

ゆえに確率変数 Yn = (Xn − n)/
√
n の平均と分散はそれぞれ 0 と 1 になり, その確率

密度函数は
√
nfn(

√
ny + n) =

√
n
e−(

√
ny+n)(

√
ny + n)n−1

Γn

になる. この確率密度函数で y = 0 とおくと

√
nfn(n) =

√
n
e−nnn−1

Γ(n)
=

nne−n
√
n

Γ(n+ 1)

となる. n が整数のとき Γ(n+ 1) = n! なので, これが n → ∞ で 1/
√
2π に収束すること

と Stirlingの公式の成立は同値になる.

ガンマ分布が再生性を満たしていることより, 中心極限定理を適用できるので, R 上の
有界連続函数 φ(x) に対して, n → ∞ のとき∫ ∞

0

φ

(
x− n√

n

)
fn(x) dx =

∫ ∞

0

φ(y)
√
nfn(

√
ny + n) dy −→

∫ ∞

−∞
φ(y)

e−y2/2

√
2π

dy.

φ(y) をデルタ函数 δ(y) に近付けることによって (すなわち被積分函数の y に 0 を代入す
ることによって),

√
nfn(n) =

√
n
e−nnn−1

Γ(n)
=

nne−n
√
n

Γ(n+ 1)
−→ 1√

2π
(n → ∞)

を得る. この結果は Stirlingの公式の成立を意味する.

以上の “導出”の最後のステップには論理的にギャップがある. このギャップを埋めるた
めには中心極限定理をブラックボックスとして利用するのではなく, 中心極限定理の特性
函数を用いた証明に戻る必要がある. そのような証明の方針については次の節を見て欲
しい.

2 ガンマ分布の特性函数を用いた表示からの導出
前節では中心極限定理を便利なブラックボックスとして用いて Stirlingの公式を “導出”

した. しかし, その “導出”には論理的なギャップがあった. そのギャップを埋めるために
は, 中心極限定理が確率密度函数を特性函数 (確率密度函数の逆Fourier変換)のFourier変
換で表示することによって証明されることを思い出す必要がある.

この節ではガンマ分布の確率密度函数を特性函数のFourier変換で表わす公式を用いて,

直接的に Stirlingの公式を証明する1.

ガンマ分布の確率密度函数 fn(x) = e−xxn−1/Γ(n) の特性函数 (逆 Fourier変換) Fn(t)

は次のように計算される2:

Fn(t) =

∫ ∞

0

eitxfn(x) dx =
1

Γ(n)

∫ ∞

0

e−(1−it)xxn−1 dx =
1

(1− it)n
.

1筆者はこの証明法を https://www.math.kyoto-u.ac.jp/˜nobuo/pdf/prob/stir.pdf を見て知った.
2確率分布がパラメーター n について再生性を持つことと特性函数がある函数の n 乗の形になることは

同値である.

https://www.math.kyoto-u.ac.jp/~nobuo/pdf/prob/stir.pdf
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より一般に, 実部が正の複素数 α に対して

1

Γ(n)

∫ ∞

0

e−αttn−1 dt =
1

αn

となることをCauchyの積分定理を使って示せる3.

Fourierの反転公式より,

fn(x) =
e−xxn−1

Γ(n)
=

1

2π

∫ ∞

−∞
e−itxFn(t) dt =

1

2π

∫ ∞

−∞

e−itx

(1− it)n
dt (x > 0).

この公式さえ認めてしまえば Stirlingの公式の証明は易しい.

上の公式より, t =
√
nu と置換することによって,

√
nfn(n) =

nne−n
√
n

Γ(n+ 1)
=

√
n

2π

∫ ∞

−∞

e−itn

(1− it)n
dt =

1

2π

∫ ∞

−∞

e−iu
√
n

(1− iu/
√
n)n

du.

Stirlingの公式を証明するためには, これが n → ∞ で 1/
√
2π に収束することを示せばよ

い. そのために被積分函数の対数の様子を調べよう:

log
e−iu

√
n

(1− iu/
√
n)n

= −n log

(
1− iu√

n

)
− iu

√
n

= n

(
iu√
n
− u2

2n
+ o

(
1

n

))
− iu

√
n = −u2

2
+ o(1).

したがって, n → ∞ のとき

e−iu
√
n

(1− iu/
√
n)n

−→ e−u2/2.

これより, n → ∞ のとき

√
nfn(n) =

nne−n
√
n

Γ(n+ 1)
=

1

2π

∫ ∞

−∞

e−iu
√
n

(1− iu/
√
n)n

du −→ 1

2π

∫ ∞

−∞
e−u2/2 du =

1√
2π

となることがわかる4. 最後の等号で一般に正の実数 α に対して∫ ∞

−∞
e−u2/α du =

√
απ

となることを用いた5 これで Stirlingの公式が証明された.

3 Cauchyの積分定理を使わなくても示せる. 左辺を f(α) と書くと, f(1) = 1 でかつ部分積分によっ
て f ′(α) = −(n/α)f(α) となることがわかるので, この公式が得られる. 正の実数 α に対するこの公式は
t = x/α という置換積分によって容易に証明される.

4厳密に証明したければ, Lebesgueの収束定理を使うことになる.
5この公式は Gauss 積分の公式

∫∞
−∞ e−x2

dx =
√
π で x = u/

√
α とおいて置換積分すれば得られる.

Gauss積分の公式は次のようにして証明される. 左辺を I とおくと I2 =
∫∞
−∞

∫∞
−∞ e−(x2+y2) dx dy であり,

I2 は z = e−(x2+y2) のグラフと平面 z = 0 で挟まれた「小山状の領域」の体積だと解釈される. その小山の
高さ 0 < z ≦ 1 における断面積は −π log z になるので, その体積は

∫ 1

0
(−π log z) dz = −π[z log z− z]10 = π

と計算される. ゆえに I =
√
π. Gauss積分の公式の不思議なところは円周率のしかも平方根が出て来ると

ころである. しかしその二乗が小山の体積であることがわかれば, その高さ z の断面が円盤の形になること
から自然に円周率 π が出て来ることがわかる. 平方根が出て来るのは I そのものを直接計算したのではな
く, I2 の方を先に計算したからである.



4 3. ガンマ函数のGauss積分による近似による導出

確率密度函数 fn(x) = e−xxn−1 を持つ確率変数を Xn と書くとき, Yn = (Xn − n)/
√
n

の平均と分散はそれぞれ 0 と 1 になるのであった (前節を見よ). Yn の確率密度函数は

√
nfn(

√
ny + n) =

√
n
e−

√
ny−n(

√
ny + n)n−1

Γ(n)
=

e−nnn−1/2

Γ(n)

e
√
ny(1 + y/

√
n)n

(1 + y/
√
n)

になる. そして, n → ∞ のとき

log

(
e
√
ny

(
1 +

y√
n

)n)
= n log

(
1 +

y√
n

)
−
√
ny

= n

(
y√
n
− y2

2n
+ o

(
1

n

))
−

√
ny = −y2

2
+ o(1)

なので, n → ∞ で e
√
ny(1 + y/

√
n)n → e−y2/2 となり, さらに 1 + y/

√
n → 1 となる. ゆ

えに次が成立することと Stirling の公式は同値になる:

√
nfn(

√
ny + n) =

√
n
e−

√
ny−n(

√
ny + n)n−1

Γ(n)
−→ e−y2/2

√
2π

(n → ∞).

すなわち Yn の確率密度函数が標準正規分布の確率密度函数に各点収束することとStirling

の公式は同値である.

ガンマ分布について確率密度函数の各点収束のレベルで中心極限定理が成立しているこ
とと Stirling の公式は同じ深さにある.

Yn の確率分布函数が標準正規分布の確率密度函数に各点収束することの直接的証明は√
nf(n) の収束の証明と同様に以下のようにして得られる:

√
nfn(

√
ny + n) =

√
n

2π

∫ ∞

−∞

e−it(
√
ny+n)

(1− it)n
dt =

1

2π

∫ ∞

−∞
e−iuy e−it

√
n

(1− iu/
√
n)n

dt

−→ 1

2π

∫ ∞

−∞
e−iuye−u2/2 du =

1√
2π

e−y2/2 (n → ∞).

最後の等号で, Cauchyの積分定理より6∫ ∞

−∞
e−iuye−u2/2 du =

∫ ∞

−∞
e−(u+iy)2/2−y2/2 du = e−y2/2

∫ ∞

−∞
e−v2/2 dv = e−y2/2

√
2π

となることを用いた.

このように, ガンマ分布の確率密度函数の特性函数の Fourier変換による表示を使えば
確率密度函数の各点収束のレベルでの中心極限定理を容易に示すことができ, その結果は
Stirling の公式と同値になっている.

3 ガンマ函数のGauss積分による近似による導出
前節までに説明した Stirlingの公式の証明は本質的にガンマ函数 (ガンマ分布)がGauss

積分 (正規分布)で近似されることを用いた証明だと考えられる.

6複素解析を使わなくても容易に証明される. たとえば, e−ity の Taylor展開を代入して項別積分を実行
しても証明できるし, 両辺が同一の微分方程式を満たしていることからも証明される. Cauchyの積分定理
を使えば形式的には u+ iy (u > 0) を v > 0 で置き換える置換積分を実行したのと同じ証明が得られる.
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この節ではガンマ函数の値をガウス積分で直接近似することによって Stirlingの公式を
示そう. (この方法は Laplaceの方法などと呼ばれることがある.)

gn(x) = log(e−xxn) = n log x− x を x = n でTaylor展開すると

gn(x) = n log n− n− (x− n)2

2n
+

(x− n)3

3n2
− (x− n)4

4n3
+ · · ·

これより, n が大きなとき n! = Γ(n+ 1) =
∫∞
0

e−xxn dx が∫ ∞

−∞
exp

(
n log n− n− (x− n)2

2n

)
dx = nne−n

∫ ∞

−∞
e−(x−n)2/(2n) dx = nne−n

√
2πn

で近似されることがわかる. ゆえに

n! ∼ nne−n
√
2πn (n → ∞).

この近似の様子を scilabでグラフで描くことによって作った画像をツイッターの過去ロ
グで見ることができる.

以上の証明法ではStirlingの公式中の因子 nne−n,
√
2πnのそれぞれが gn(x) = log(e−xxn) =

n log x− x の x = n におけるTaylor展開の定数項と 2次の項に由来していることがわか
る. 3 次の項は

∫∞
−∞ y3e−y2/α dy = 0 なので寄与しない.

4 対数版 Stirling の公式の初等的な証明
Stirlingの公式は次と同値である:

log n!− (n+ 1/2) log n− n −→ log
√
2π (n → ∞).

これより
log n! = n log n− n+ o(n) (n → ∞).

ここで o(n) は n で割った後に n → ∞ とすると 0 に収束する量を意味する. これをこの
節では対数版 Stirling の公式と呼ぶことにする. この公式であれば以下のように初等的
に証明することができる.

一般に f(1) ≧ 0 を満たす単調増加函数 f(x) について,

f(1) + f(2) + · · ·+ f(n− 1) ≦
∫ n

1

f(x) dx ≦ f(1) + f(2) + · · ·+ f(n).

ゆえに ∫ n

1

f(x) dx ≦ f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) ≦
∫ n

1

f(x) dx+ f(n).

これを f(x) = log x に適用すると∫ n

1

log x dx = [x log x− x]n1 = n log n− n+ 1, log 1 + log 2 + · · ·+ log n = log n!

なので
n log n− n+ 1 ≦ log n! ≦ n log x− n+ 1 + log n.

http://twilog.org/genkuroki/date-150709
http://twilog.org/genkuroki/date-150709


6 4. 対数版 Stirling の公式の初等的な証明

すなわち
1 ≦ log n!− n log n+ n ≦ 1 + log n.

したがって

log n! = n log n− n+O(log n) = n log n− n+ o(n) (n → ∞).

ここで O(log n) は log n で割ると有界になるような量を意味している.

応用例. 対数版 Stirlingの公式を使うと, an 個から bn 個取る組み合わせの数 (二項係
数)の対数は

log

(
an

bn

)
= log(an)!− log(bn)!− log((a− b)n)!

= an log a+ an log n− an+ o(n)

− bn log b− bn log n+ bn+ o(n)

− (a− b)n log(a− b)− (a− b)n log n+ (a− b)n+ o(n)

= n log
aa

bb(a− b)a−b
+ o(n).

となる. ゆえに

log

(
an

bn

)1/n

−→ log
ab

bb(a− b)a−b
(n → ∞).

すなわち

lim
n→∞

(
an

bn

)1/n

= lim
n→∞

(
(an)!

(bn)!((a− b)n)!

)1/n

=
aa

bb(a− b)a−b
.

要するに an 個から bn 個取る組み合わせの数の n 乗根の n → ∞ での極限は二項係数部
分の式の分子分母の (kn)! を kk で置き換えれば得られる.

この結果を使えば東工大の 1988年の数学の入試問題

lim
n→∞

(
3nCn

2nCn

)1/n

を求めよ.

を暗算で解くことができる. この極限の値は

33/(1122)

22/(1111)
=

33

24
=

27

16
.

入試問題を作った人はまず Stirlingの公式を使うと自明な問題を考え, その後に高校数学
の範囲内でも解けることを確認したのだろうか?

https://www.google.co.jp/search?q=%E6%9D%B1%E5%B7%A5%E5%A4%A7%E5%85%A5%E8%A9%A6%E5%95%8F%E9%A1%8C+1988+%E6%95%B0%E5%AD%A6
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