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0 はじめに
任意の正の整数の組 m,n に対して, 梶原・野海・山田 [KNY1, KNY2, NY] は A 型の
拡大アフィン Weyl 群の直積 W̃ (A

(1)
m−1)× W̃ (A

(1)
n−1) の xij (1 5 i 5 m, 1 5 j 5 n) で生成

された有理函数体上への作用を構成した. このノートでは m,n が互いに素な場合に限っ
てその作用量子化を 構成する. 筆者はその結果を講演 [K2] で発表した.

最初の問題は適切な m× n 行列全体の空間の量子化をどのように構成するかであった.

梶原・野海・山田による論文 [KNY1, KNY2, NY]では作用する先の有理函数体の Poisson

構造が与えられていない. 双有理作用のみが構成されているだけである.
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量子化のためには有理函数体を非可換化しなければいけない. 非可換性の古典極限が
Poisson 構造なので古典の場合に Poisson 構造が知られていないことは量子化のためには
大きな困難になる. 筆者はこの問題は量子群を用いて解決した.

xij (1 5 i 5 m, 1 5 j 5 n) で生成される有理函数体 C({xij}) の適切な量子化は xij た
ちに yx = qxy 型の適切な q 交換関係を設定することによって得られると予想される. 問
題は適切な q 交換関係をどのように入れるである. しかしこのような問題設定では q 交
換関係をどのように入れると良いかはさっぱりわからない.

筆者のアイデアはよく知られている量子群の実現の簡約によって必要な非可換環を構成
することである.

一般に量子群は R-matrix R を用いて RLL = LLR 型の関係式を仮定することによっ
て構成可能である (FRT構成). この意味での量子群の実現とは具体的な非可換環の生成
元を成分に持つ L で RLL = LLR 型の関係式を満たすもののことである. このとき L

の n 重の余積 ∆(L) = L1L2 · · ·Ln も量子群の実現になる. ただし L1 = L⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1,

L2 = 1⊗ L⊗ · · · ⊗ 1, . . ., Ln = 1⊗ 1⊗ · · · ⊗ L である. ここで 単位行列を 1 と書いた.

L1, L2, . . . , Ln の成分たちから生成される代数は量子群を実現するために用意した具体
的な非可換環を n 個テンソル積したものになる. その代数に群 G が代数自己同型として
作用しているとき G による普遍部分代数を取る操作を G による簡約と呼ぶことにする.

有理函数体 C({xij}) の適切な量子化はこのようにして構成された Ore 整域の商体にな
る. 詳しくは第 1節を見よ.

次の問題はWeyl 群の作用をどのように構成するかである. 一般に Ore 整域の商体への
Weyl 群作用は q-Serre 関係式を満たす φi たちの非整数べきの conjugation 作用によって
構成可能である ([K3]).

だから適切な φi を見つけることができれば Weyl 群作用も構成できる. 実はこの部分
が最も非自明な構成になる. 上記の簡約の考え方に基づいた自然な Fi を考えると Fi の非
整数べきが作用して欲しい非可換体に作用しなくなってしまう. そこで自然な Fi をうま
く補整して適切な φi を作ることを考えたい. 筆者は数式処理ソフト Singular [DGPS]

の助けを借りた膨大な計算によって正しい補整因子を見つけることができた. 詳しくは第
2節 を見て欲しい.

その結果得られたWeyl 群作用の具体的な形を見てみると, ちょうどそれは梶原・野海・
山田 [KNY1, KNY2, NY] による W̃ (A

(1)
m−1) × W̃ (A

(1)
n−1) 双有理作用の式とまったく同じ

形をしていることがわかる. すなわち量子化が構成されたことがわかる. 詳しくは 第 3節
を見て欲しい.

このノートには未完成のメモ [K1] の第 2節に書く予定だったことが書かれている. 未
完のメモも [K1] にはこのノートに書けなかった有益な情報があるので興味のある方は参
照して欲しい.

記号法

以下このノートでは m,n は互いに素な 2 以上の整数であると仮定する. さらに n を法
とした m の逆数を m̃ と表わし, m を法とした n の逆数を ñ と表わすことにする:

m̃m ≡ 1 (modn), m̃ = 1, 2, . . . , n− 1,

ñn ≡ 1 (modm), ñ = 1, 2, . . . ,m− 1.
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基礎体 F を F = C(q2, r, s) と定め, さらに r′, s′ を

r′ = r1/(1−m̃m), s′ = s1/(1−m̃m).

と定め, F の拡大体 F′ を F′ = C(q, r′, s′) と定める.

1 有理函数体 C({xij}) の量子化
この節では xij (i = 1, . . . ,m, j = 1, . . . , n) で生成される有理函数体 C({xij}) の量子化
を構成する.

1.1 Uq(ĝlm) の Borel 部分代数の極小表現

Bm,n は生成元 a±1
ik , b

±1
ik (i, k ∈ Z) と以下の基本関係式で定義される F′ 上の代数である

とする:

• 準周期性: ai+m,k = r′aik, ai,k+n = s′aik, bi+m,k = r′bik, bi,k+n = s′bik,

• 逆元: a−1
ik aik = aika

−1
ik = 1, b−1

ik bik = bikb
−1
ik = 1,

• q 交換関係: aikbik = q−1bikaik, aikbi−1,k = qbi−1,kaik,

aikbjl = bjlaik (j ̸≡ i, i− 1 (modm) または l ̸≡ k (modn)),

aikajl = ajlaik, bikbjl = bjlbik.

Uq(b−) は Uq(ĝlm) の下 Borel 部分代数であるとする. すなわち Uq(b−) は生成元 ti, fi
(i ∈ Z) と以下の基本関係式で定義される代数であるとする:

• 準周期性: ti+m = r′ti, fi+m = fi,

• Cartan 部分代数とその作用: titj = tjti, tifi = q−1fiti, tifi−1 = qfi−1ti,

• q-Serre 関係式: f 2
i fi±1 − (q + q−1)fifi±1fi + fi±1f

2
i = 0,

fifj = fjfi (j ̸≡ i± 1 (modm)).

このとき各 k に対して代数準同型 Uq(b−) → Bm,n が

ti 7→ aik, fi 7→ a−1
ik bik

によって与えられる. これを A
(1)
m−1 型の極小表現 (minimal representations) と呼ぶ.

1.2 RLL=LLR 関係式

A
(1)
m−1 型の R-matrix R(z) を次のように定める:

R(z) :=
m∑
i=1

(q − z/q)Eii ⊗ Eii +
∑
i ̸=j

(1− z)Eii ⊗ Ejj
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+
∑
i<j

(
(q − q−1)Eij ⊗ Eji + (q − q−1)zEji ⊗ Eij

)
.

さらに A(1) 型の極小表現の L-operators Lk(z) を次のように定める:

Lk(z) :=


a1k b1k

a2k
. . .
. . . bm−1,k

bmk z amk

 .

このとき次の RLL=LLR 関係式が成立する:

R(z/w)Lk(z)
1Lk(w)

2 = Lk(w)
2Lk(z)

1R(z/w),

Lk(z)
1Ll(w)

2 = Ll(w)
2Lk(z)

1 (k ̸≡ l (modn))

ここで Lk(z)
1 = Lk(z)⊗ 1, Lk(w)

2 = 1⊗ Lk(w) とおいた.

1.3 ゲージ変換に関する不変部分代数 Am,n

ゲージ群 G を乗法群の直積で G = (F′×)mn と定める. G の元 g = (gik) に対して gik
の添え字を 条件 gi+m,k = gik, gi,k+n = gik によって整数全体に拡張しておく. さらに
g = (gik) ∈ G に対して gk = diag(g1k, g2k, . . . , gmk) と定める. このとき Bm,n に代数自己
同型を次によって定めることができる:

aik 7→ gikaikg
−1
i,k+1, bik 7→ gikbikg

−1
i+1,k+1.

この条件は次のように書き直される:

Lk(z) 7→ gkLk(z)g
−1
k .

これによってゲージ群 G が代数 Bm,n に作用する. この作用をゲージ変換と呼ぶことに
する.

ゲージ群 G によるゲージ変換で不変な元全体のなす Bm,n の部分代数 BG
m,n は以下の元

とその逆元から生成されることを示せる1:

xik = aik(bikbi+1,k+1 · · · bi+m̃m−1)
−1, ball =

m∏
i=1

n∏
k=1

bik.

このとき ball が Bm,n の中心元であることはすぐにわかる.

xikたちの基本関係式を記述するために幾つか記号を準備しておこう. 集合 Z/mZ×Z/nZ
の部分集合 B を次のように定める:

B = { (µmodm, µmodn) ∈ Z/mZ× Z/nZ | µ = 0, 1, . . . , m̃m− 1 }

さらに pµν , qµν を次のように定める:

pµν =

{
q if (µmodm, νmodn) ∈ B,

1 otherwise,
qµν := (pµν/pµ−1,ν)

2.

1ここで本質的に m,n が互いに素であることを使っている.
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このとき qµν ∈ {1, q±2} となる. さらに r = r′1−m̃m, s = s′1−ñn と定義してあったことを
思い出しておこう.

xik たちの基本関係式は次の通り:

xi+m,k = rxik, xi,k+n = sxik

xi+µ,k+νxik = qµνxikxi+µ,k+ν (0 5 µ < m, 0 5 ν < n).

xik たちの基本関係式の中には q, r′, s′ は登場せずに q2, r, sだけが登場する. そこで x±1
ik

たちだけから F = C(q2, r, s) 上生成される部分代数を Am,n と表わす:

Am,n = F[{xik}] = C(q2, r, s)[{xik}].

xik たちの基本関係式が q 交換関係の形をしているので, Am,n は Ore 整域になることが
わかる. そこで Am,n の商体を Q(Am,n) と書くことにする.

この Q(Am,n)が梶原・野海・山田 [KNY1, KNY2, NY]が構成した W̃ (A
(1)
m−1)×W̃ (A

(1)
n−1)

の有理函数体 C({xik}) 上への作用を量子化するために必要な有理函数体 C({xik}) の量
子化である.

1.4 xik たちの q 交換関係の例

例 1.1 ((m,n) = (2, 3)). (m,n) = (2, 3) のとき m̃ = 2 であり,

[pµν ] =

[
q 1 q

q q 1

]
, [qµν ] =

[
1 q−2 q2

1 q2 q−2

] (
µ = 0, 1

ν = 0, 1, 2

)
.

したがって

x11x11 = x11x11, x12x11 = q−2x11x12, x13x11 = q2x11x13,

x21x11 = x11x21, x22x11 = q2x11x22, x23x11 = q−2x11x23.

他の q 交換関係は xik の添え字を xi+µ,k+ν にずらすことによって得られる. 一般に xik ど
うしの q 交換関係を知るためには x11 とそれ以外の xik の q 交換関係を調べれば十分で
ある.

例 1.2 ((m,n) = (2, 2g + 1), (2g + 1, 2)).

(1) (m,n) = (2, 2g + 1) のとき m̃ = g + 1 であり,

[qµν ] =

[
1 q−2 q2 · · · q−2 q2

1 q2 q−2 · · · q2 q−2

] (
µ = 0, 1

ν = 0, 1, 2, . . . , 2g − 1, 2g

)
.

したがって 1 < k 5 n ならば

x1kx11 = q(−1)k−12x11x1k, x2kx11 = q(−1)k2x11x2k.
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(2) (m,n) = (2g + 1, 2) のとき m̃ = 1 であり,

[pµν ] =



q 1

1 q

q 1
...

...

1 q

q 1


, [qµν ] =



1 1

q−2 q2

q2 q−2

...
...

q−2 q2

q2 q−2


(

µ = 0, 1, 2, . . . , 2g − 1, 2g

ν = 0, 1

)
.

この [qµν ] は (m,n) = (2, 2g + 1) の場合の [qµν ] の転置になっている. したがって

xik ↔ xki, q ↔ q, r ↔ s, s ↔ r

によって環同型 A2,2g+1
∼= A2g+1,2 が得られる.

例 1.3 ((m,n) = (3, 4), (4, 3)).

(1) (m,n) = (3, 4) のとき m̃ = 3 であり,

[pµν ] =

q 1 q q

q q 1 q

q q q 1

 , [qµν ] =

1 q−2 1 q2

1 q2 q−2 1

1 1 q2 q−2

 (
µ = 0, 1, 2

ν = 0, 1, 2, 3

)
.

よって x12x11 = q−2x11x12, x13x11 = x11x13, x14x11 = q2x11x14, . . .

(2) (m,n) = (4, 3) のとき m̃ = 1 であり,

[pµν ] =


q 1 1

1 q 1

1 1 q

q 1 1

 , [qµν ] =


1 1 1

q−2 q2 1

1 q−2 q2

q2 1 q−2


(

µ = 0, 1, 2, 3

ν = 0, 1, 2

)
.

やはり A3,4
∼= A4,3 が成立している.

例 1.4 ((m,n) = (3, 5), (5, 3)).

(1) (m,n) = (3, 5) のとき m̃ = 2 であり,

[pµν ] =

q 1 1 q 1

1 q 1 1 q

q 1 q 1 1

 , [qµν ] =

 1 1 q−2 q2 1

q−2 q2 1 q−2 q2

q2 q−2 q2 1 q−2

 .

よって x12x11 = x11x12, x13x11 = q−2x11x13, x14x11 = q2x11x14, x15x11 = x11x15, . . .

(2) (m,n) = (5, 3) のとき m̃ = 2 であり,

[pµν ] =


q 1 q

q q 1

1 q q

q 1 q

q q 1

 , [qµν ] =


1 q−2 q2

1 q2 q−2

q−2 1 q2

q2 q−2 1

1 q2 q−2

 .

やはり A3,5
∼= A5,3 が成立している.

これらの例をながめれば xik たちの適切な q 交換関係を量子群を使わずに発見するこ
とは相当に難しいことがわかる. 必要な q 交換関係はかなり複雑な形をしている.
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1.5 Am,n の対称性

前節の例から一般に xik の i と k を交換することによって環同型 Am,n
∼= An,m が成立

していると予想される. 実際その予想は正しい. さらに xik の i, k を同時に −1 倍したり,

i, k をずらす対称性が存在する. まとめておこう.

定理 1.5 (Am,n の対称性). F = C(q2, r, s) 上の代数 Am,n は以下の対称性を持つ:

1. 双対性: 次によって C(q2) 上の代数同型 Am,n
∼= An,m が定まる:

xik ↔ xki, q2 ↔ q2, r ↔ s, s ↔ r.

2. 反転: 次によって Am,n の C 上の代数自己同型が定まる:

xik ↔ x−i,−k, q2 ↔ q−2, r ↔ s−1, s ↔ r−1.

3. 並進: 次によって Am,n の F 上の代数自己同型が定まる:

xik 7→ xi+µ,k+ν , q2 7→ q2, r 7→ r, s 7→ s.

2 補整された Chevalley 生成元の構成

2.1 Chevalley 生成元 Fi

モノドロミー行列 L(z) を

L(z) = L1(r
′n−1z)L2(r

′n−2z) · · ·Ln−1(r
′z)Ln(z).

と定める. このとき L(z) は次の形になる:

L(z) =


A1 B1

. . . . . .

A2
. . . . . .
. . . Bm−1

0 Am

+ z


. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

Bm
. . . . . . . . .

+ · · · .

ここで

Ai = ai1ai2 · · · ain, Bi =
n∑

k=1

Bi;k, Bi;k = ai1 · · · ai,k−1bikai+1,k+1 · · · ai+1,n.

Fi, Fi;k を次のように定める:

Fi = A−1
i Bi =

n∑
k=1

Fik, Fi;k = A−1
i Bik.

このとき
R(z/w)L(z)1L(w)2 = L(w)2L(z)1R(z/w)
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が成立することより (もしくは Fi が Uq(b−) の元 fi の n 重の余積の像になっていること
から), Fi たちが A

(1)
m−1 型の q-Serre 関係式を満たしていることが導かれる.

したがって文献 [K3] より Fi の非整数べきの conjugation 作用を用いて Weyl 群の作
用を構成できると予想される. 確かにその方法で L(z) の成分から生成される Bm,n の部
分代数をパラメータ qλ たちで拡大した代数の商体にWeyl 群を作用させることができる.

しかし我々が欲しいのは Q(Am,n) への Weyl 群作用である. だから Fi そのものの非整数
べきを使う方法は我々の目的には使えない.

2.2 X-operators

行列 Xik(z) を次のように定める:

Xik = Xik(z) :=


xik 1

xi+1,k
. . .
. . . 1

r−kz xi+m−1,k

 .

z に r−k がかけられていることに注意せよ. モノドロミー行列 Xik(z) を

Xik(z) = Xik(z)Xi,k+1(z) · · ·Xi,k+n−2(z)Xi,k+n−1(z)

と定める. このときこのとき Xik(z) は次の形になる:

Xik(z) =


cik Pik

. . . . . .

ci+1,k
. . . . . .
. . . Pi+m−2,k

0 ci+m−1,k

+ r−(k+n−1)z


. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .

Pi+m−1,k
. . . . . . . . .

+ · · · .

ここで

cik = xikxi,k+1 · · · xi,k+n−1,

Pik =
n∑

l=1

Pik;l, Pik;l =

l−1︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1 · · · xi,k+l−2

n−l︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+lxi+1,k+l+1 · · · xi+1,k+n−1 .

cik たちは Am,n の中心元である. よって

ci,k+1 = x−1
i,k cikxi,k+n = x−1

i,kxi,k+ncik = scik.

双対性 Am,n
∼= An,m が成立しているのでさらに以下のように dik, Qik を定義しておく:

dik = xi+m−1,k · · · xi+1,kxik,

Qik =
m∑
j=1

Qik;j, Qik;j =

m−j︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k+1 · · · xi+j+1,k+1xi+j,k+1

j−1︷ ︸︸ ︷
xi+j−2,k · · · xi+1,kxik .
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2.3 補整された Chevalley 生成元 φi

代数の元 x と y が可逆な中心元倍を除いて等しいことを x ≃ y と書くことにする.

vik を次のように定める:

vik := bikbi+1,k+1 · · · bi+ñn−1,k+ñn−1.

実は vi1 が Fi に対する必要な補整因子になる.

vi1 は次を満たす元として発見された:

c−1
i1 Pi1 ≃ v−1

i1 A−1
i Bi = v−1

i1 Fi.

LL(z) における Fi = A−1
i Bi の X11 における対応物は c−1

i1 Pi1 である. だから Fi と c−1
i1 Pi1

のあいだの関係がどうなっているかを知りたくなる. このような動機で vi1 が発見された
(この段階は手計算だったと思う).

補整された Chevalley 生成元 φi と φi;k を次のように定める:

φi =
n∑

k=1

φi;k = vi1Fi = vi1A
−1
i Bi ≃ v2i1c

−1
i1 Pi1,

φi;k = vi1Fi;k = vi1A
−1
i Bi;k ≃ v2i1c

−1
i1 Pi1;k.

この φi は数式処理ソフト Singular [DGPS] を使って計算しているときに v−1
i1 Fi の性質

を計算するつもりで誤って vi1Fi の性質を計算してしまったことから発見された. 意味が
わかりやすい v−1

i1 Fi ではなく, vi1Fi の方が特別に良い性質を持っていることに筆者は驚
いた.

実はこの φi の非整数べきの conjugation 作用によって欲しい Weyl 群作用を構成する
ことができる. 残念ながら現時点ではこれは極めて非自明な結果に見える.

Fi たちが Verma 関係式 F λ
i F

λ+µ
i+1 F µ

i = F µ
i+1F

λ+µ
i F λ

i+1 を満たしていることと vi1vj1 ≃
vj1vi1, vi1Fi ≃ Fivi1 であることから,

φλ
i φ

λ+µ
i+1 φ

µ
i ≃ φµ

i+1φ
λ+µ
i φλ

i+1

が導かれる. したがって論文 [K3]と同様の議論によって φiの非整数べきによる conjugation

作用が well-defined ならばその作用から Weyl 群作用を構成できる.

次の補題が非常に重要である.

補題 2.1 (φi;k の基本性質).

(1) φi;kφi;l = q2φi;lφi;k (1 5 k < l 5 n).

(2) φi;kxik = q2xikφi;k,, φi;kxi+1,k = q−2xi+1,kφi;k,

φi;kxjl = xjlφi;k (j ̸≡ i, i+ 1 (modm) または l ̸≡ k (modn)).

φi 自身は Am,n に含まれていないにもかかわらず, これらの q 交換関係に 1, q
±2 しか登

場しないことに注意せよ.
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Ψi;k, Φi;k を
Ψi;k = φi;1 + · · ·+ φi;k, Φi;k = φi;k+1 + · · ·+ φi;n

と定めると, 上の補題の (1)から

Ψi;kΦi;k = q2Φi;kΨi;k

となる. そして ϕi = Φi;k +Ψi;k と q 二項定理からただちに次が導かれる:

φλ
i =

(q2λΦ−1
i;kΨi;k)∞

(Φ−1
i;kΨi;k)∞

Φλ
i;k, (x)∞ = (1 + x)(1 + q2x)(1 + q4x) · · · .

よって上の補題の (2)を使って次が成立することを示せる: 1 5 k 5 n であるとき,

φλ
i xikφ

−λ
i = (q2q−2λΨi;k−1 + Φi;k−1)xik(q

2q−2λΨi;k + Φi;k)
−1,

φ2
iλxi+1,kφ

−λ
i = (q2q−2λΨi;k + Φi;k)xi+1,k(q

2q−2λΨi;k−1 + Φi;k−1)
−1,

φλ
i xjlφ

−λ
i = xjl (j ̸≡ i, i+ 1 (modm)).

以上の公式中の λ は整数を意味するが, 公式の右辺は λ が整数でなくても well-definedで
ある. そこで λ が整数でないとき左辺を右辺で定義する.

要するに xik たちで生成される斜体は φi の非整数べきによる conjugation 作用で閉じ
ていると考えられる.

3 梶原・野海・山田の双有理作用の量子化

3.1 Weyl 群のパラメーターへの作用

ε∨1 , . . . , ε
∨
m で生成される自由 Z加群を Y と書き, Y の群環 F[Y ]を F[Y ] =

⊕
λ∈Y Fq−2λ

と表わす. ε∨i の添え字の動く範囲を ε∨i+m = ε∨i という条件で整数全体に拡張しておく. α∨
i

を次のように定める:

α∨
i = ε∨i − ε∨i+1

生成元 r0, r1, . . . , rm−1, ω と次の基本関係式で定義される群を W̃m = W̃ (A
(1)
m−1) と書き,

A
(1)
m−1 型の拡大 Weyl 群と呼ぶ:

r2i = 1, rirj = rjri (j ̸≡ i, i+ 1 (modm)), riri+1ri = ri+1riri+1,

ωriω
−1 = ri+1 (rm = r0).

r0, r1, . . . , rm−1 で生成される部分群を Wm = W (A
(1)
m−1) と書き, A

(1)
m−1 型の Weyl 群と

呼ぶ:

W̃n = W̃ (A
(1)
n−1) の生成元を r0, r1, . . . , rn−1, ω の代わりに s0, s1, . . . , sn−1, ϖ と書くこ

とにする. さらに ri, sk の添え字の動く範囲を ri+m = ri, sk+n = sk という条件で整数全
体に拡張しておく.

Wm = W̃ (A
(1)
m−1) は Y に次のように作用する:

ri(ε
∨
i ) = ε∨i+1, ri(ε

∨
i+1) = ε∨i ri(ε

∨
j ) = ε∨j (j ̸≡ i, i+ 1 (modm)).
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形式的に s ∈ F を s = q−2c と表わしておく. F[Y ] への W̃m の作用を次のように定める:

ri(q
−2λ) = q−2ri(λ) (λ ∈ Y ), ω(q−2ε∨i ) = q−2(ε∨i+1−c) = s−1q−2ε∨i+1 .

後者の定義は形式的に ω(ε∨i ) = ε∨i+1 − c を意味している.

Ãm,n = Am,n ⊗ F[Y ] とおき, Am,n, F[Y ] とそれらの Ãm,n における像を同一視してお
く. W̃m の F[Y ] 上への作用を Am,n には自明に作用するという条件で Ãm,n 上への作用
に拡張できる. これを W̃m のパラメーターへの作用と呼ぶ. w ∈ W̃m のパラメーターへの
作用を w̃ と書くことにする:

w̃(x) = x (x ∈ Am,n), w̃(q2λ) = w(q2λ) = q2w(λ) (λ ∈ Y ).

パラメーターへの作用は Am,n の元を動かさない.

3.2 Q(Am,n) への Weyl 群作用の構成

論文 [K3]の方法を使えば, Q(Ãm,n)へのWeyl群の代数自己同型作用を ri = Ad(φ
α∨
i

i )◦r̃i
によって定めることができる. さらに ω の作用を

ω(xik) = xi+1,k, ω(q−2ε∨i ) = ω̃(−q2ε
∨
i ) = s−1q−2ε∨i+1

と定めることによって, Q(Ãm,n) への拡大 Weyl 群 W̃m の代数自己同型作用が得られる.

補題 2.1の (2)から次が得られる:

ri(cik) = q2α
∨
i cik, ri(ci+1,k) = q−2α∨

i ci+1,k,

ri(cjk) = cjk (j ̸≡ i, i+ 1 (modm)),

ω(cjk) = cj+1,k = s−1cj+1,k+1.

よって

ri(cii − q−2ε∨i ) = q2α
∨
i cii − q−2ε∨i+1 = q2α

∨
i (cii − q−2ε∨i ),

ri(ci+1,i+1 − q−2ε∨i+1) = q−2α∨
i ci+1,i+1 − q−2ε∨i = q−2α∨

i (ci+1,i+1 − q−2ε∨i+1),

ri(cjj − q−2ε∨j ) = cjj − q−2ε∨j (j ̸≡ i, i+ q (modm)),

ω(cjj − q−2ε∨j ) = s−1(cj+1,k+1 − q−2ε∨j+1)

実はこの最後の等式が成立するように ω の q−2ε∨i への作用を定義してあった. したがっ
て cii − q−2ε∨i たちで生成される Ãm,n の両側イデアル I は W̃m の作用で不変である. そ
して Ãm,n/I と Am.n は自然に同一視される. したがって W̃m の Q(Ãm,n) 上への作用は
Q(Am,n) 上への作用を誘導する. これが求める作用である.

双対性 Am,n
∼= An,m によって Q(Am,n) 上には W̃n の代数自己同型作用も定まる.

3.3 Q(Am,n) への Weyl 群作用の具体形

以上の構成のもとで以下の公式を導くことができる.
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W̃m = ⟨r0, r1, . . . , rm−1, ω⟩ は Q(Am,n) に以下のように作用している:

ri(xil) = xil − s−1 ci,l+1 − ci+1,l+2

Pi,l+1

= sPilxi+1,lP
−1
i,l+1,

ri(xi+1,l) = xi+1,l + s−1 cil − ci+1,l+1

Pil

= s−1P−1
il xilPi,l+1,

ri(xjl) = xjl (j ̸≡ i, i+ 1 (modm)),

ω(xjl) = xj+1,l,

ただし cik, Pik は以下のように定義されたのであった:

cik = xikxi,k+1 · · · xi,k+n−1,

Pik =
n∑

l=1

l−1︷ ︸︸ ︷
xikxi,k+1 · · · xi,k+l−2

n−l︷ ︸︸ ︷
xi+1,k+lxi+1,k+l+1 · · · xi+1,k+n−1 .

同様に W̃n = ⟨s0, s1, . . . , sn−1, ϖ⟩ は Q(Am,n) に以下のように作用している:

sk(xjk) = xjk − r−1dj+1,k − dj+2,k+1

Qj+1,k

= rQ−1
j+1,kxj,k+1Qjk,

sk(xj,k+1) = xj,k+1 + r−1djk − dj+1,k+1

Qjk

= r−1Qj+1,kxjkQjk,

sk(xjl) = xjl (l ̸≡ k, k + 1 (modn)),

ϖ(xjl) = xj,l+1,

ただし dik, Qik は以下のように定義されたのであった:

dik = xi+m−1,k · · · xi+1,kxik,

Qik =
m∑
j=1

m−j︷ ︸︸ ︷
xi+m−1,k+1 · · · xi+j+1,k+1xi+j,k+1

j−1︷ ︸︸ ︷
xi+j−2,k · · · xi+1,kxik .

3.4 Weyl 群作用の Lax 表示

ri の {x1k, . . . , xmk} への作用は次の条件で一意に特徴付けられる:

ri(X1k) = G
(i)
k X1k

(
G

(i)
k+1

)−1
.

ここで

G
(i)
k = 1 + s−1 cik − ci+1,k+1

Pik

Ei+1,i (i = 1, . . . ,m− 1),

G
(0)
k = 1 + rk−1z−1s−1 cmk − cm+1,k+1

Pmk

E1m.

Eij は m×m の行列単位を表わす.
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sk の作用は次の条件で一意に特徴付けられる:

sk(XikXi,k+1) = XikXi,k+1,

sk(Xil) = Xil (l ̸≡ k (modn)),

sk : dik ↔ di+1,k+1.

以上のような作用の特徴付けを Weyl 群作用の Lax 表示と呼ぶことにする.

Lax 表示を使って ri, sk たちの作用がWeyl 群の基本関係式を満たしていることを示せ
る. その議論は古典の場合とまったく同様である. Lax 表示から Weyl 群の基本関係式を
出す議論は一般の斜体で成立する. つまり作用が Weyl 群の基本関係式を満たしているこ
との証明は全体の議論の中で難しくない部分にあたる. 難しいのは作用が Q(Am,n) の代
数自己同型になっていることの証明である.

さらに Lax表示を使って W̃m の Q(Am,n)上への作用と W̃n の Q(Am,n)上への作用が互
いに可換であることも示せる. これで拡大Weyl群の直積 W̃m×W̃n = W̃ (A

(1)
m−1)×W̃ (A

(1)
n−1)

の Q(Am,n) 上への代数自己同型作用が得られた.

3.5 量子 q 差分モノドロミー保存系

v(z) は z の m 次元列ベクトル値函数であるとする. v(z) に作用する q 差分作用素 Tz,s

を
Tz,sv(z) = diag(s−1, s−2, . . . , s−m)v(smz)

と定め, q 差分方程式 Tz,sv(z) = X11v(z) について考える.

W̃n の作用の Lax 表示より,

sk(X11) = X11 (k = 1, 2, . . . , n− 1),

ϖ(X11(z)) = X−1
11 X11(z)X1,n+1 = Tz,sX

−1
1,n+1T

−1
z,sX11(z)X1,n+1.

W̃n の元 Uk を
Uk = sk−1 · · · s2s1ϖsn−1 · · · sk+1sk

と定める. 群の同型 ⟨U1, U2, . . . , Un⟩ ∼= Zn が成立する. この格子の作用は n 個の離散時
間変数を持つ q 差分モノドロミー保存系の量子化とみなせる. このとき W̃m はその系の
対称性とみなされる.

3.6 (m,n) = (3, 2) の場合の例

(m,n) = (3, 2) であるとする.

xi+3,k = rxik, xi,k+2 = sxik.

x11x11 = x11x11, x21x11 = q−2x11x21, x31x11 = q2x11x31,

x12x11 = x11x12, x22x11 = q2x11x22, x32x11 = q−2x11x32.

Pik = xi+1,k+1 + xik,

Qik = xi+2,k+1xi+1,k+1 + xi+2,k+1xik + xi+1,kxik.
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r1(x11) = s(x22 + x11)x21(x13 + x12)
−1,

r1(x21) = s−1(x22 + x11)
−1x21(x13 + x12),

ω(xik) = xi+1,k.

s1(x11) = r(x42x32 + x42x21 + x31x21)
−1x12(x32x22 + x32x11 + x21x11),

s1(x12) = r−1(x42x32 + x42x21 + x31x21)x11(x32x22 + x32x11 + x21x11)
−1,

ϖ(xik) = xi,k+1. (U1 = ϖr1, U2 = r1ϖ)

U1(x11) = r(x43x33 + x43x22 + x32x22)
−1x13(x33x23 + x33x12 + x22x12).

U1 は量子 q 差分 Panlevé IV 方程式を生成し, W̃2 の作用は量子 q 差分 Panlevé IV 方程
式の対称性になっている.
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