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1 準備1:スターリングの公式等

ex =
∞∑

n=0

xn

n!
= lim

n→∞

(
1 +

x

n

)n

. (1)

log(1 + x) = x − x2

2
+

x3

3
− + · · · . (|x| < 1) (2)

(Stirlingの公式) n! ≅
(

n

e

)n √
2πn (n → ∞) (3)

ただし以下 ≅ は、左辺/右辺 n→∞−→ 1 の意味とする。

2 ガウス積分
∫∞
−∞ e−x2

dx =
√

π.

∵左辺を I と置き、その 2乗を計算すると

I2 =
∫

x 直線

∫
y 直線

e−x2
e−y2

dxdy

=
∫ ∫

全平面
e−r2

dxdy (r2 = x2 + y2)

=
∫ ∞

r=0
e−r2 × 2πrdr = 2π

[
e−r2

−2

]∞

0

= π. (4)

3 正規分布の再生性

X ∼ N(µ,
√

A
2
), Y ∼ N(ν,

√
B

2
) (独立) 1 のとき、

X + Y ∼ N(µ + ν,
√

A
2
+

√
B

2
) を示す。

(X,Y )の同時分布を Ct : X +Y = t(一定)上で加え,∫
t=x+y:一定

e−
x2

2A

√
2πA

dx
e−

y2

2B

√
2πB

dy=
∫

Ct

e−
B(t−y)2+Ay2

2AB
dxdy

2π
√

AB

が和 X + Y の分布を与える。Ct 上の積分を変数 y で
行うと、dxdy = dtdy, また

B(t − y)2 + Ay2 = (A + B)y2 − 2Byt + Bt2 =
(A + B)(y − Bt

A+B )2 + AB
A+B t2 なので, 上の積分は

∫ ∞

y=−∞

e−{(A+B)(y− Bt
A+B

)2+ AB
A+B

t2}/2AB

2π
√

AB
dtdy

=
e−

t2/2
A+B√

2π(A + B)
dt = N(0, A + B).

1 本の σA, σB を
√

A,
√

B と書く。尚 µ, ν = 0 で十分。

4 2項分布 n→∞−→ 正規分布について

2項分布 Bin(n, p) (q = 1 − p)について

P (X = k)
n→∞≅ e−z2/2

√
2π

1
√

npq
(z =

k − np
√

npq
)

を示す。P (X = k) = n!
k!(n−k)!p

kqn−k に Stirling の公
式 (3)を使うと, n が大のとき (pq = s2 とおく)

√
2πnpqP (X = k) ≅

√
n2pq

k(n − k)
nnpkqn−k

kk(n − k)n−k

=
(

np

k

)k+ 1
2

(
nq

n − k

)n−k+ 1
2

, k = np +
√

nsz

=
(

np

np +
√

nsz

)np+
√

nsz+ 1
2

(
nq

nq −
√

nsz

)nq−
√

nsz+ 1
2

≅
(

1 +
sz√
np

)−np−
√

nsz (
1 − sz√

nq

)−nq+
√

nsz

(5)

この対数をとり、テイラー展開 (2)を使い極限をとると

log((5)式) = −np(1 +
sz√
np

) log
(

1 +
sz√
np

)
− nq(1 − sz√

nq
) log

(
1 − sz√

nq

)

= −np(1 +
sz√
np

)

 sz√
np

−
( sz√

np
)2

2
+

( sz√
np

)3

3
− · · ·


+nq(1 − sz√

nq
)

 sz√
nq

+
( sz√

nq
)2

2
+

( sz√
nq

)3

3
+ · · ·


= −np

{
(Z − Z2

2
+

Z3

3
− · · ·) + (Z2 − Z3

2
+ · · ·)

}

+nq

{
(Z ′ +

Z ′2

2
+

Z ′3

3
+ · · ·) − (Z ′2 +

Z3

2
+ · · ·)

}

(Z = sz√
np

, Z ′ = sz√
nq

.) n → ∞ では z2 の項だけ残り、

−→ −p
( sz

p )2

2
− q

( sz
q )2

2
s2=pq
= −qz2

2
− pz2

2
= −z2

2

となる。∴(5) n→∞−→ e−z2/2.

5 ポアソン分布の導出

P (X = k) =
λk

k!
e−λ (k = 0, 1, 2, · · ·)
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である離散確率分布をポアソン分布という (λ > 0 と
する)。その期待値と分散は、[p63]にあるように

E[X] = λ, V [X] = λ.

ポアソン分布は、pが小さいが nが大きい場合 (np = λ

が一定)の 2項分布 (の極限) として得られる:

∵
n!

k!(n − k)!
pk(1 − p)n−k

np=λ
=

n(n − 1) · · · (n − k + 1)
k!

(
λ

n

)k (
1 − λ

n

)n−k

=
λk

k!
· n(n − 1) · · · (n − k + 1)

nk
· (1 − λ/n)n

(1 − λ/n)k

n→∞−→=
λk

k!
· 1 · e−λ

1
.

6 ポアソン分布 → 正規分布

ポアソン分布も λ → ∞ の極限で正規分布となる。

λk

k!
e−λ λ→∞≅ e−y2/2

√
2πλ

(ただし y =
k − λ√

λ
)2 (6)

示すには、(5)のときと同様に対数をとる：log
(

λk

k! e
−λ

)
(3)
≅ log

 λ
√

λy+λe−λ

(
√

λy + λ)
√

λy+λ

1

e−
√

λy−λ
√

2π(
√

λy + λ)


= log

(1 +
y√
λ

)−(
√

λy+λ) e
√

λy√
2π(

√
λy + λ)


=−λ(1+

y√
λ

) log(1+
y√
λ

)+
√

λy−
log(2πλ(1+ y√

λ
))

2
(2)
= −λ(1+

y√
λ

)
{

y√
λ
− 1

2
(

y√
λ

)2 +
1
3
(

y√
λ

)3 − · · ·
}

+λ
y√
λ
−

log(2πλ(1+ y√
λ
))

2
λ→∞≅ −y2 + log

√
2πλ

2
.

7 準備2：ガンマ関数

ガンマ関数は次で定義される。

Γ(x) =
∫ ∞

0
txe−t dt

t
(7)

2 このとき dy≅ 1√
λ
であり、(6)は P (X=k)=P (|X − k|< 1

2
) =

P (y − dy
2

< Y < y + dy
2

) = e−y2/2dy√
2π

ともいえる。

部分積分により∫ ∞

0
txe−tdt = [−txe−t]∞t=0 +

∫ ∞

0
xtx−1e−tdt

∴ Γ(x + 1) = xΓ(x) (8)

である。また次が成り立つ。

Γ(1) =
∫ ∞

0
e−tdt = [−e−t]∞0 = 1, (9)

Γ(
1
2
) =

∫ ∞

0
e−t dt√

t

t=x2

= 2
∫ ∞

0
e−x2

dx
(4)
=

√
π.(10)

よって x = n (自然数)のとき Γ(n + 1) = n! であり、
x = n + 1

2 (半整数)のときの値もわかる。

8 χ2 分布の導出

χ2 分布の定義より、X1, · · · , Xn ∼ N(0, 1) のとき∫ r

0
f(x)dx = P

[
0 ≤

n∑
i=1

X2
i ≤ r

]

となる f が、χ2(n) の分布関数である。

右辺 =
∫

x2
1+···+x2

n≤r

e−x2
1/2

√
2π

· · · e−x2
n/2

√
2π

dx1 · · · dxn

=
∫

R2≤r

e−R2/2

√
2π

n dx1 · · · dxn (R =
√

x2
1 + · · · + x2

n)

であり、dx1 · · · dxn = Rn−1dRdΣ (dΣ は n − 1 次元
単位「球面」Sn−1 の「面素」) なので

=
∫

Sn−1
dΣ

∫ √
r

R=0

e−R2/2

√
2π

n Rn−1dR
R2=x= K

∫ r

0
e−

x
2 x

n−1
2

dx

2
√

x

∴f(x) = K
2 e−

x
2 x

n
2
−1. 定数 K

2 は「全確率 1」で決まり

1 =
K

2

∫ ∞

0
e−

x
2 x

n
2
−1dx

x=2t=
K

2

∫ ∞

0
e−t

√
2t

n dt

t

=
K

2
2

n
2 Γ(

n

2
), ∴f(x) =

e−x/2

2Γ(n/2)

(
x

2

)n
2
−1

. (11)

9 χ2 分布の再生性など

定義より、次の再生性は明らか。

X ∼ χ2(n), Y ∼ χ2(m) ⇒ X + Y ∼ χ2(m + n) (12)

実際、X = X2
1 + · · ·+X2

n, Y = Y 2
1 + · · ·+Y 2

m(Xi, Yi ∼
N(0, 1)) とすれば、X + Y = X2

1 + · · · + X2
n + Y 2

1 +
· · · + Y 2

m も正規確率変数の 2乗和だからである。
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同様に考え、X ∼ χ2(n) の期待値と分散もわかる：

E[X] = E[X2
1 + · · ·+ X2

n] = E[X2
1 ] + · · ·+ E[X2

n] = n

(13)
(∵Xi ∼ N(0, 1) のとき、E[X2

i ] = V [Xi] = 1.) また

V [X] = V [X2
1 ] + · · · + V [X2

n] = 2n. (14)

(∵ V [X2
i ] = E[X4

i ] − E[X2
i ]2

(18)
= 3 − 12 = 2.)

10 t 分布の導出

定義より、2次元分布 (X,Y ) ∼ (N(0, 1), χ2(n)) の
密度を、T = X√

Y/n
: 一定の上で足し上げればよい。

(X の密度) · (Y の密度) =
e−x2/2

√
2π

dx
e−y/2(y

2 )n/2

Γ(n/2)
dy

y

を (x, y)→(t= x√
y/n

, y) と変数変換し y で積分する: 3

∫
t 一定,y>0

= dt

∫ ∞

0

e−
t2y
2n

− y
2 (y

2 )n/2

√
2πΓ(n/2)

dy
√

ny
y
2
=η
=

dt√
nπΓ(n

2 )

∫ ∞

η=0
e−(1+ t2

n
)ηη

n+1
2

dη

η

(1+ t2

n
)η=s

=
dt√

nπΓ(n
2 )

∫ ∞

s=0
e−s

(
s

1 + t2

n

)n+1
2 ds

s

=

(
1 + t2

n

)−n+1
2 Γ(n+1

2 )
√

nπΓ(n
2 )

dt = (t(n)の密度) · dt.

11 t 分布の分散とベータ関数

T ∼ t(n) のとき、E[T ] = 0, V [T ] = n
n−2 である。

期待値 = 0は左右対称ゆえだが、分散の計算はベー
タ関数 B(p, q) が必要である。その定義は

B(p, q) =
∫ 1

0
tp−1(1 − t)q−1dt

t= 1
x+1=

∫ ∞

0

xp−1dx

(1 + x)p+q
.

次の有名な公式が成り立つ。

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)
Γ(p + q)

. (15)

3 x2 = t2

y
, 2xdx = 2tdt·y+t2dy

n
∴dx ∧ dy

y
= 1

2x
2tdt

n
dy = dtdy√

ny
.

すると

V [T ] = E[T 2] =
∫ ∞

−∞
t2

(
1 + t2

n

)−n+1
2 Γ(n+1

2 )
√

nπΓ(n
2 )

dt

t2

n
=x
=

2Γ(n+1
2 )

√
nπΓ(n

2 )

∫ ∞

0

√
n3

2

√
xdx

(1 + x)
n+1

2

=
2Γ(n+1

2 )
√

nπΓ(n
2 )

·
√

n3

2
B

(
3
2
,
n

2
− 1

)
(15)
=

2Γ(n+1
2 )

√
nπΓ(n

2 )
·
√

n3

2
Γ(3

2)Γ(n
2 − 1)

Γ(n+1
2 )

=
nΓ(3

2)Γ(n
2 − 1)

√
πΓ(n

2 )

(8)
=

n · 1
2Γ(1

2)
√

π(n
2 − 1)

(10)
=

n

n − 2
.

12 F 分布の導出

X ∼ χ2(m), Y ∼ χ2(n) のとき

T =
X/m

Y/n
∼ F (m,n)

が F 分布の定義であった。t分布のときと同様に考え、

(χ2(m)の密度)(χ2(n)の密度) =
e−

x
2 x

m
2
−1dx√

2mΓ(m
2 )

e−
y
2 y

n
2
−1dy√

2nΓ(n
2 )

を x
y = s:一定 の上で y 積分すると (t = n

ms)、4

∫
s 一定,y>0

e−
x
2 x

m
2
−1dx√

2mΓ(m
2 )

e−
y
2 y

n
2
−1dy√

2nΓ(n
2 )

=
s−1ds

√
2

m+n
Γ(m

2 )Γ(n
2 )

∫ ∞

y=0
e−

ys
2 (ys)

m
2 e−

y
2 y

n
2
dy

y

=
s

m
2
−1ds

√
2

m+n
Γ(m

2 )Γ(n
2 )

∫ ∞

y=0
e−

1+s
2

yy
m+n

2
dy

y

=
s

m
2
−1ds

√
2

m+n
Γ(m

2 )Γ(n
2 )

Γ(m+n
2 )

(1+s
2 )

m+n
2

n
m

s=t
=

Γ(m+n
2 )

Γ(m
2 )Γ(n

2 )
(m

n t)
m
2

(1 + m
n t)

m+n
2

dt

t
= (F の密度) · dt.

13 準備3:分配関数

確率変数 X は、X の任意の関数 g(X) の期待値
E[g(X)] で決まる。(g(x) が a ≤ x ≤ b で 1, これ
以外では 0, という関数のときの期待値 E[g(X)] が、
P (a ≤ X ≤ b) である。) g(x) をテーラー展開して考

4 dx
x

= yds+sdy
ys

,∴dx
x

dy
y

= dyds
ys

.
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えれば、E[X], E[X2], · · · (n 次モーメント全体)で X

が決まると言っても良い。これらを足し上げた

E[X0] + tE[X1] +
t2

2
E[X2] +

t3

3!
E[X3] + · · · = E[etX ]

(16)
を X の分配関数と言う。t = 0 で n 回微分すれば
E[Xn] が復元されるから、X は分配関数E[etX ] で定
まると言ってもよいことになる。

2次元確率変数についても同様で、(X,Y ) は

E[esX+tY ] = E[1]+E[sX+tY ]+
1
2
E[(sX+tY )2]+· · ·

で完全に決まる。k 次元の (X1, · · · , Xk) でも同様。
例：X ∼ N(0, 1) の分配関数は

E[etX ] =
∫ ∞

−∞
etxf(x)dx

=
∫ ∞

−∞
etx e−x2/2

√
2π

dx

=
∫ ∞

−∞
e(−(x−t)2+t2)/2 dx√

2π

(4)
= et2/2. (17)

特に、これを展開して t4

4! の係数をみれば

E[etX ] = 1 +
t2

2
+

1
2

(
t2

2

)2

+ · · · , ∴E[X4]=3. (18)

14 k項分布 n→∞−→ k − 1次元正規分布

p1 + · · ·+ pk = 1 とする。 k 項分布とは、n1 + · · ·+
nk = n である自然数 n1, · · · , nk に対し

P (X1 = n1, · · · , Xk = nk) :=
n!

n1! · · ·nk!
pn1
1 · · · pnk

k

というもの。これを分配関数で表して極限を見よう。

E[Xm1
1 · · ·Xmk

k ]

=
∑

n1+···+nk=n

nm1
1 · · ·nmk

k P (X1 = n1, · · · , Xk = nk)

であるから

E[et1X1 · · · etkXk ]

=
∑

m1,···,mk≥0

tm1
1 · · · tmk

k

m1! · · ·mk!
E[Xm1

1 · · ·Xmk
k ]

=
∑

m1,···,mk≥0

∑
n1+···+nk=n

tm1
1 · · · tmk

k

m1! · · ·mk!
nm1

1 · · ·nmk
k

× n!
n1! · · ·nk!

pn1
1 · · · pnk

k

=
∑

n1+···+nk=n

en1t1 · · · enktk
n!

n1! · · ·nk!
pn1
1 · · · pnk

k

= (et1p1 + · · · + etkpk)n.

∴ E

[
e

t1X1+···+tkXk√
n

]
=

(
e

t1√
n p1 + · · · + e

tk√
n pk

)n

=

(
1 +

t1p1 + · · · + tkpk√
n

+
t21p1 + · · · + t2kpk

2
√

n
2 + · · ·

)n

n→∞−→ e(t21p1+···+t2kpk)/2 (t1p1 + · · · + tkpk = 0とする)

よって、n → ∞ のとき Xi/
√

n → zi とすれば、

E[et1z1+···+tkzk ] = e(t21p1+···+t2kpk)/2

(ただし t1p1 + · · ·+ tkpk = 0.) これは k − 1 次元正規
分布の分配関数に等しく、実際フーリエ変換により

e−
z2
1/p1+···+z2

k
/pk

2√
(2π)n−1p1 · · · pk

(z1 + · · · + zk = Const.)

を得るから、(z1, · · · , zk)は k−1次元正規分布に従う。
これより、次も判る [p66 性質５]:

k∑
i=1

(
Xi − npi√

npi

)2

≅
k∑

i=1

(
zi√
pi

)2 ∼ χ2(k − 1). (19)

15 中心極限定理の証明

E[X]=0 としてよい (∴ V [X] = E[X2] = σ2)。5 す
ると X̄=X1+···+Xn

n (Xi∼X) について

∞∑
m=0

tm

m!
E

[(
X

σ/
√

n

)m]
=E

[
e

t
√

n
σ

X̄
]
=E

[
e
t

X1+···+Xn√
nσ

]
= E

[
e

tX1√
nσ

]
· · ·E

[
e

tXn√
nσ

]
= E

[
e

tX√
nσ

]n

=
{

1 + (
tX√
nσ

)E[X] +
1
2
(

tX√
nσ

)2E[X2] + · · ·
}n

n→∞−→ et2/2 = E[etZ ], Z ∼ N(0, 1). (∵ (1))

∴
X̄

σ/
√

n
n→∞−→ Z ∼ N(0, 1). (20)
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