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1 序文
Thurstonは論文 [Th]において，曲面上の閉曲線の集合の閉包として

ある空間を構成した．閉包をとるときに加わる元は laminationに対応し，
Teichmüller空間のコンパクト化や曲面の自己同相写像の分類において重
要な役割をはたす (詳細は [CB][FLP]を参照). 本論文では，曲線の条件を
変えてThurstonの場合とは異なる空間を構成する．

Thurstonが考えた曲線の空間は次のようにして構成される．曲面上の
本質的な単純閉曲線の集合を Sとする．本質的とは零ホモトピックでな
い，かつ，境界成分とホモトピックにならないことをいう．2つの閉曲線
をイソトピーで動かしたときの最小交差数を iと定義し，交点数と呼ぶ．
次に，以下の写像により，Sを無限次元空間に埋め込む:

S i∗−−−→ RS − {0} π−−−→ P (RS).

ここで i∗は，i∗(c)(·) := i(c, ·)で定義される．RS は S上の関数全体の集
合であり，直積位相を入れる．P (RS)はRS −{0}を射影化した空間であ
り，πは射影化である．P (RS)には商位相を入れる．Sは単なる集合だっ
たが，π ◦ i∗によりP (RS)に埋め込むことで閉包をとることができる．こ
れを Sと表す．Sを具体的に求めたのが次の定理である:

定理 1.1 (W.Thurston [Th]). Mg,bを種数 gの曲面から b個の開円板を取
り除いた曲面とする．

• M0,0, M0,1, M0,2, M0,3，すなわち，球面，円板，アニュラス，3つ
穴あき球面の場合，S = φ．

• M1,0,すなわち，トーラスの場合，S = S1．
• その他のオイラー標数が負である曲面Mg,bの場合，S = S6g+2b−7．

閉包をとったときに加わる元は，曲面上で無限に巻きついている lam-

inationに対応する．
Thurstonの構成では閉曲線のみを考えているため境界の詳細な情報は

失われる．例えば，境界の各点を固定する自己同相写像などを考えるこ
とはできない．そこで，曲面の境界に固定点を選び，そこを端点とする
弧を考えThurstonと同様の方法で空間を構成する．

x1, x2を曲面の境界上の固定点とする．このとき，固定点 x1, x2は同じ
境界成分上にあってもよいし，一致していても構わない．x1, x2を両端と
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する曲面上の弧の集合を T とする．T の 2つの弧に対し交点数 iを定義
し，Thurstonの場合と同様に T を次の図式で埋め込む:

T i∗−−−→ RT − {0} π−−−→ P (RT ).

π ◦ i∗(T )の閉包が T である．
この T を円板を 3つ取り除いた球面について求めたのが次の主結果で

ある．

定理 1.2. 3つ穴あき球面において，固定点 x1と x2は一致しているとす
る．このとき，T = Z ∪ {∞}である．ただし，Z ∪ {∞}にはR ⊃ Zの 1

点コンパクト化R ∪ {∞}からの相対位相が入っているものとする．

RT − {0}と P (RT )は無限次元空間なので，これらの空間の中で直接
T を求めることは難しい．したがって，適切な有限次元空間に射影して
求めることになる．今回の場合は 2次元部分空間に射影して求める．
閉包をとるときに加わる元は∞ ∈ Z∪{∞}である. これは 28ページの

図 26のような曲面の境界に無限に巻きつく laminationに対応している．
ちなみに，この曲線はThurstonのSには存在しない．なぜなら，M0,3上
の閉曲線は全て本質的ではなく，Sが空集合になるからである．
第 2章ではThurstonの構成した曲線のなす空間の詳細を説明する．第

3章では曲面の弧についても，同様の空間が構成できることを示す．第 4

章では 3つ穴あき球面上の弧のなす空間を求める．第 5章では今後の課
題について述べる．
本論文を書くにあたり，非常に重要な意見を頂きました東京工業大学

の小島定吉教授に感謝致します．同じく，東京工業大学の高沢光彦氏か
らも貴重な意見を頂きました．ここに感謝の意を表します．最後になり
ましたが，多くの助言と丁寧な指導をして下さった石川昌治先生に深く
感謝致します．

2 曲面上の閉曲線に関するThurstonの結果
この章ではThurstonの論文 [Th]の紹介をする．その論文では，曲面上

の閉曲線全体の集合を考え，それをある空間に埋め込んだ場合どのよう
な形をしているかについて述べている．

種数 gの曲面から開円板 {(x, y) ∈ R2 | x2 + y2 < 1}と同相な部分集合
を b個取り除いた曲面をM = Mg,b とする．
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定義 2.1. 曲面M 上の閉曲線で，零ホモトピックでなく，かつ，境界の
連結成分とホモトピックでないものを本質的という．

M0,0, M0,1, M0,2, M0,3はそれぞれ，球面，円板，アニュラス，３つ穴
あき球面である．これらの場合は本質的閉曲線が存在しないので，以後，
議論の対象にしない．M1,0はトーラスであり，その普遍被覆空間は 2次元
ユークリッド空間R2である．M1,0には曲率0のリーマン計量が入っている
ものとする．また，それ以外の場合はオイラー標数χ(Mg,b) = 2−2g−bが
負であり，その普遍被覆空間はポアンカレ円板H2である．この場合Mg,b

には曲率−1で境界が測地線になるようなリーマン計量が入っているもの
とする．

補題 2.2 ([CB] lemma 2.3). 本質的閉曲線はホモトピーで測地線にでき
る．また，χ(M) < 0の場合は，測地線が一意的に定まる．

証明. トーラスの場合は，普遍被覆空間であるR2上に曲線を持ち上げて，
ホモトピーで測地線にすればよい．

χ(M) < 0の場合，cをM 上の本質的閉曲線とする．M の普遍被覆写
像H2 → M を考える．c上の任意の点を xとし，xのH2上への持ち上げ
の 1つを x̃とする．x̃を含む cの持ち上げを c̃とする．今，c̃の部分区間
[x̃, gx̃]で，丁度，cを 1周するものが存在する．ここで，g ∈ Γは被覆変
換群の元である．このとき，H2の境界と 2点で交わる gで不変な測地線
γ̃が存在する．特に，γ̃のMへの像は閉測地線である．次に，γ̃上の任意
の点を ỹとし，ỹと x̃を結ぶ任意の弧を Ũ とする．また，Ũ を gで動か
したものを gŨ とする．gŨ は gỹと gx̃を結んでいる．ここで，次のよう
な経路を考える: ỹから出発し，Ũ を通って x̃に行き，c̃を通って gx̃に行
き，gŨ を通って gỹに行き，γ̃を通って ỹに戻る (図 1)．この「四角形」
がM 上で cを γに移すホモトピーを与える．
一意性については，H2上で c̃と γ̃の端点が一致することから自明．

定義 2.3 ([CB]). 2つの本質的単純閉曲線1c1と c2が次の条件を満たす部
分弧2C1, C2を持たないとき，c1と c2は最小交差 (minimal intersection)

をもつという:

(1) C1, C2 は端点を共有する．
(2) C1 ∪ C2 は円板と同相なM 上の集合の境界になっている．
1曲線が単純であるとは，自己交差を持たないことである．
2部分弧とは曲線の 1つの「区間」のことである．
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図 1: 「四角形」

補題 2.4 ([CB] lemma 2.5). c1, c2をM上の 2つの本質的単純閉曲線とす
る．c2をイソトピーで変形して，c1と最小交差を持つようにすることが
できる．

証明. (この証明はMがトーラスの場合とχ(M) < 0の場合，両方に共通
である.) もし c1と c2が最小交差を持つならば，c2自身が既に求める曲線
である．c1, c2が最小交差を持たないと仮定する．そのとき,“innermost”な
円板が存在する．すなわち，c1, c2それぞれの部分弧で次を満たすC1, C2

が存在する:

• C1, C2は定義 2.3の条件 (1),(2)を満たす．
• C1, C2によってできる開円板は c1, c2と交わらない．

その場合，図 2のようにして円板を解消する．そうしてできた曲線を改
めて c2とおいて証明をやり直す．以上の操作を繰り返すことで，c2とイ
ソトピックで，かつ，c1と最小交差を持つような曲線を得ることができ
る．

補題 2.5 ([CB] lemma 2.4). M 上の本質的単純閉曲線はイソトピーで変
形して測地線にできる．また，χ(M) < 0のとき，この測地線は一意的に
定まる．
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図 2: 円板の解消

証明. Mがトーラスの場合は，本質的単純閉曲線を普遍被覆R2に持ち上
げてイソトピーで変形すればよい．

χ(M) < 0の場合，M上の任意の本質的単純閉曲線を cとする．補題 2.2

から cとホモトピックな測地線 gが一意的に存在する．補題 2.4により，
イソトピーで cを変形して gと最小交差を持つようにできる．cを変形し
たものを，改めて cとする．

cと gが交点 xを持つと仮定する．xのH2への持ち上げの 1つを x̃と
する．x̃を通る c, gの持ち上げをそれぞれ c̃, g̃とする．cと gは最小交差
を持つので，c̃, g̃の端点は交互にH2の円周上に並ぶ．今，g̃に対応する
cの持ち上げ c̃′が存在する．c̃と c̃′は交わるが，これは cが単純であるこ
とに反する．したがって，cと gは交点を持たない．これは，cと gがイ
ソトピックであることを表す．

補題 2.6 ([CB] lemma 2.6). c1, c2をM上の 2つの本質的単純閉曲線とす
る．もし，c1, c2が横断的 (transverse)に交わり，かつ，c1と c2がイソト
ピックでないならば，次の 2つは同値:

(1) c1と c2は最小交差を持つ．
(2) 恒等写像とイソトピックな写像 h : M → M で，h(c1), h(c2)が測地
線になるものが存在する．
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図 3: c1から入り c1から出る 図 4: gから入り gから出る

証明. (2)を満たす hが存在すると仮定する．このとき，h(c1), h(c2)は測
地線であるが，これらは既に，最小交差を持っている．なぜならば，も
し最小交差を持っていないとすれば，定義 2.3の (1),(2)を満たすような
部分が存在する．これは，h(c1), h(c2)を普遍被覆 (R2またはH2)上に持
ち上げて考えたときに，測地線が普遍被覆上で２回以上交わることを表
し，矛盾する．よって，h(c1), h(c2)は最小交差を持つ．

c1, c2が最小交差を持つとする．補題 2.5から c2は測地線であると仮定
してよい．また，同じく補題 2.5から，c1をイソトピーで測地線 gに変形
することができる．この c1を gに変形する操作が c2との最小交差性を保
つことを確認すればよい．

c1と gが交わっている場合，c1と gがつくる円板と c2がどのように交
わるかを見ればよい．まず，図 3のように，c2が c1側から入って c1側か
ら出ることはあり得ない． なぜならば c1と c2は最小交差を持つと仮定
したからである．次に，図 4のように，c2が g側から入って g側から出
ることもあり得ない．なぜならば c2と gは共に測地線であるからである．
すると，あり得る交わり方は図 5のように，c2が c1側から入って g側か
ら出る場合に限られる．この場合，c1から gへの変形が c2との最小交差
性を保つことは明らかである．

c1と gが交わらない場合も，c1と gを境界とするアニュラスで同様の
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図 5: c1から入り gから出る

議論ができる．

定義 2.7. |c1 ∩ c2|を c1と c2の交点の数とする．さらに，

i(c1, c2) := min
c1∼c′1,c2∼c′2

|c′1 ∩ c′2|

とする．ここで∼ はイソトピックであることを表す．これを c1と c2の交
点数 (intersection number)と呼ぶ．

命題 2.8 ([CB][H]). 交点の数が最小であることと，最小交差を持つこと
は同値．すなわち，次の 2つは同値:

(1) |c1 ∩ c2| = i(c1, c2).

(2) c1, c2は最小交差を持つ．

証明. (1)を仮定する．(2)が成り立たないと仮定すると，c1と c2のどこ
かに定義 2.3の条件 (1),(2)を満たす部分が存在する．補題 2.4から，c2

とイソトピックで，c1と最小交差を持つような c′2が存在する．(1)を仮定
したので |c1 ∩ c2| = i(c1, c2)である．しかし，|c1 ∩ c′2| < |c1 ∩ c2|である．
これは iの最小性に反する．よって，(1)を仮定すると (2)が成立する．
逆に (2)を仮定する．このとき，補題 2.6から c1, c2は測地線と仮定し

てよい．χ(M) < 0の場合，c1と c2の交点を x1, x2, · · · , xnとする．c1の
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H2への持ち上げの 1つを固定し c̃1とする．x1, x2, · · · , xnの持ち上げで，
c̃1上にあるものを x̃1, x̃2, · · · , x̃nとする．各 x̃iについて，x̃iを通る c2の
持ち上げを c̃2とすると，c1, c2をイソトピーで動かしても，c̃1と c̃2のH2

での端点は動かない．すなわち，c1, c2の交点xiが解消されることはない．
これは各 xiで成り立つので，c1, c2の交点数はこれ以上減ることはない．
よって，|c1 ∩ c2| = i(c1, c2)．
トーラスの場合も同様の議論ができる．

定義 2.9. M 上の本質的単純閉曲線全体の集合をイソトピーで割った集
合を S = S(M)と表す．

命題 2.10 ([Th]).

(1) 任意の [c1] ∈ S に対して，i(c1, c2) 6= 0となる [c2] ∈ Sが存在する．
(2) 異なる [c1], [c2] ∈ Sに対して i(c1, c3) 6= i(c2, c3)となる [c3] ∈ Sが存
在する．

証明 ([FLP]). [c1] 6= [c2] ∈ S に対して，0 = i(c1, b) 6= i(c2, b)となる
[b] ∈ Sが存在することを言えば十分．

M がトーラスの場合は，[c1] 6= [c2]ならば i(c1, c2) 6= 0である．した
がって，[b] = [c1]とおけばよい．

χ(M) < 0の場合，[c1] 6= [c2]と仮定する．もし i(c1, c2) 6= 0ならば，
[b] = [c1]とおけばよい．i(c1, c2) = 0 と仮定する．c′1 ∈ [c1]の十分に小さ
い近傍をMから取り除いた曲面で，c′2 ∈ [c2]を含む連結成分をNとする．
今 [c1] 6= [c2]かつ i(c1, c2) = 0から，c′2はN 上の本質的閉曲線である．

c′2がN を 2つの部分に分けない場合について考える．この場合，c′2で
N を切ると図 6のようになる．それを再び貼り合わせると図 7のように
なる．このとき，図のように bをとることができる．すると，(c′2, b) = 1

かつ (c′1, b) = 0．
c′2がN を 2つの部分に分ける場合について考える (参考:図 8). 分けら

れた部分それぞれにおいて，c′2によってできた境界から出発して，再び
その境界に戻ってくるような「非自明3」な弧が存在する．2つの弧を合
わせてできる閉曲線を bとすれば，(c′2, b) = 2かつ (c′1, b) = 0．

交点数 iは 2つの単純閉曲線に対して定義されたが，実際はそのイソト
ピー類に対して定義されている．すなわち，Sの記号を使うと，交点数 i

3後に出てくる端点を固定するホモトピーという言葉を使うなら，「境界上の弧と端点
を固定してホモトピックでない」という意味である．
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図 6: N を c′2に沿って切り開く 図 7: c′2を再び貼り合わせる

図 8: c′2がN を二分する場合
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は
i : S × S −→ Z ⊂ R

という形の関数とみなすことができる．以後，イソトピー類を表す記号
[c]と，その元である cは混同して使う．

定義 2.11.

i∗ : S −→ RS

を i∗(c)(·) := i(c, ·)で定義する．ここで，RS は S上の関数全体の集合を
表す．RS には直積位相を入れる．

注 2.12.

fc(c
′) :=

{
1 if c = c′,

0 if c 6= c′

という関数を使えば，これの線形結合 f =
∑
c∈S

λcfc でRSの元は表現でき

る．例えば，c′ ∈ Sに対応するRS の関数 i∗(c
′)は

i∗(c
′) =

∑
c∈S

i(c′, c)fc

と表現される．

注 2.13. f =
∑
c∈S

λcfcに対して，prc′ : RS → Rを prc′(f) := λc′で定義す

る．直積位相はこれを使って定義される．すなわち，RS の位相は，

n∩
j=1

pr−1
cj

(Ocj
) (Ocj

はRの開集合)

の形の集合全体を基底とする位相である．

命題 2.10の主張を i∗を使って書き直すと以下のようになる．

命題 2.14 ([Th]).

(1) 0 6∈ i∗(S).

(2) i∗は単射．
ここで，0は全ての元に対して値 0を返す定値写像を表す．
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定義 2.15. f, f ′ ∈ RS −{0}に対して，f = cf ′となる実数 c 6= 0が存在す
るとき，f ∼ f ′と定義する．∼は同値関係．また，P (RS) := RS−{0}/ ∼
とし，π : RS − {0} → P (RS)を同値類への写像とする．P (RS)には商位
相を入れる．

今，命題 2.14から，以下のような図式を考えることができる:

S i∗−−−→ RS − {0} π−−−→ P (RS).

定義 2.16. π(i∗(S)) ⊂ P (RS)の閉包 π(i∗(S))を Sで表す．

定理 2.17 (W.Thurston [Th]).

• M = M0,0, M0,1, M0,2, M0,3，すなわち，球面，円板，アニュラス，
３つ穴あき球面の場合，S = φ．

• M = M1,0，すなわち，トーラスの場合，S = S1．
• その他の χ(Mg,b) < 0である曲面の場合，S = S6g+2b−7．

例 2.18. トーラス上の曲線はpc1+qc2で分類される．ただし，−pc1−qc2 =

pc1 +qc2．ここで c1, c2は図 9にあるように，メリディアンとロンジチュー
ドである．p = 0と仮定してよい．q = 0の場合，(i∗(c1), i∗(c2))-平面に
おいて，各単純閉曲線は格子点に対応する (図 10)．例えば，c1は (0, 1)，
c2は (1, 0)に対応する．一般に，

i∗(c1)(pc1 + qc2) = q, i∗(c2)(pc1 + qc2) = p

である．ただし，全ての格子点が単純閉曲線に対応するわけではなく，格
子点を通る半直線を原点から引いたときに，最初に当たる格子点のみが
対応する．
これらの格子点を，原点を中心とする単位円上に射影すると，傾きが

有理数の円上の点が対応する．閉包をとると，傾きが無理数の点が補わ
れて，四分円全体になる．これがトーラスの Sの半分である．

q 5 0の場合も同様のことをすると，単純閉曲線は (i∗(c1), i∗(c2))-平面
で，q = 0の場合と全く同じ格子点に対応する．しかし，第 3の座標の値
が異なる．例えば，c3を図 9のようにとると，i∗(c3)(pc1 + qc2) = |p− q|
である．この値が一致するのは (0, 1)と (1, 0)の場合である．この点に対
応する四分円上の点は端点であり，これらを同一視することで，S = S1

であることが分かる.

注 2.19. 閉包をとるときに補われる傾き無理数の点は，トーラス上では，
無限に巻きつく，傾き無理数の laminationに対応している．
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図 9: トーラス 図 10: 格子点とその射影

3 境界付き曲面上でのアナロジー
この章では，曲面の境界に両端点を持つような弧を考え，それらに対

して前章と同様のことができることを述べる．

以下では，Mg,b は b = 1とする．M 上の弧とは a : [0, 1] → M で
a(0), a(1) ∈ ∂M となる連続写像の像である．a(0), a(1)は同じ境界成分
上にあってもよい．また，a(0) = a(1)でもよい．

定義 3.1. 境界付き曲面上の弧を変形するホモトピーが端点を動かさな
いとき，そのホモトピーは端点を固定するホモトピーであるという．す
なわち，ホモトピー H : [0, 1] × [0, 1] → M が 0, 1 ∈ [0, 1] （弧の変
数）と任意の t, t′ ∈ [0, 1]（ホモトピーの変形の変数）に対してH(0, t) =

H(0, t′), H(1, t) = H(1, t′)を満たすときHは端点を固定するホモトピー
という．
境界付き曲面上の2つの弧a1, a2に対して，a1(0) = a2(0), a1(1) = a2(1)

となる適当な変数を与えて写像とみなしたとき，H(·, 0) = a1, H(·, 1) = a2

を満たすような端点を固定するホモトピーが存在するならば，a1と a2は
端点を固定してホモトピックであるという．

注 3.2. ホモトピー型は上記のパラメータ付けに依存しない．以後，弧の
端点を表すために a(0), a(1)という表記を使用することもある．
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図 11: ポアンカレ円板の部分空間

定義 3.3. 境界付き曲面上の弧が境界上の弧とホモトピックでないとき，
本質的であるという．

以下では，円板M0,1とアニュラスM0,2は議論の対象としない．すなわ
ち，以下で議論するのはχ(Mg,b) < 0の場合であり，その普遍被覆はポア
ンカレ円板上の境界付き部分空間である (参考:図 11)．

補題 3.4. 全ての本質的弧は境界を固定したホモトピーで測地線にでき
る．また，この測地線は一意的に定まる．

証明. a : [0, 1] → M をM 上の本質的弧とする．M̃ ⊂ H2をM の普遍被
覆とする．今 a(0)は ∂M 上にあるので，a(0)のH2への持ち上げも M̃ の
境界上にある．その点を ã(0)とする．弧 aの持ち上げで ã(0)を始点とす
るものを ãとする．M 上の弧 aの終点もまたM の境界にあるので，ãの
終点も境界上にある．それを ã(1) とする．この ã(0)と ã(1)に対して，こ
れらを結ぶ測地線 gが存在する．ãと gによって作られる「二角形」をM

に写したものが補題のホモトピーを与える．

定義 3.5. 2つの本質的単純弧 a1と a2が次の条件を満たす部分弧A1, A2

を持たないとき，a1とa2は最小交差 (minimal intersection)をもつという:

(1) A1, A2 は端点を共有する.

15



(2) A1 ∪ A2 は円板と同相なM 上の集合の境界になっている.

ただし，A1, A2の端点がM の境界上にある場合も含む．

注 3.6. 本質的単純弧は自分自身と最小交差を持っている．

定義 3.7. H を端点を固定するホモトピーとする．任意の t, t′ ∈ [0, 1]に
対して，H([0, 1], t)とH([0, 1], t′)が同相のとき，Hは端点を固定するイ
ソトピーであるという．
また，境界付き曲面上の2つの弧a1, a2に対して，a1(0) = a2(0), a1(1) =

a2(1)となる適当な変数を与えて写像とみなしたとき，H(0, ·) = a1, H(1, ·) =

a2を満たすような端点を固定するイソトピーが存在するならば，a1と a2

は端点を固定してイソトピックであるという．端点を固定するイソトピー
はM 上の弧の同値関係を与える．

補題 3.8. a1, a2をM上の端点を共有する 2つの本質的単純弧とする．a2

を端点を固定するイソトピーで変形して，a1と最小交差を持つようにす
ることができる．

証明. もし，a1と a2が最小交差を持つならば，a2自身が既に求める弧で
ある．a1, a2が最小交差を持たないとする．そのとき,“innermost”な円板
が存在する．すなわち，a1, a2それぞれの部分弧A1, A2で次を満たすもの
が存在する:

• A1, A2は定義 3.5の条件 (1),(2)を満たす.

• A1, A2によってできる開円板は a1, a2と交わらない．

このとき，以下の 3種類の場合がある:

Case-1 A1の端点両方が境界上にある場合 (図 12)．この場合 a1 = A1, a2 =

A2であり，a2は a1とイソトピックである．すなわち，a1が求める
弧である．

Case-2 A1の端点の片方が境界上にある場合，図 13のようにして a2をイソ
トピーで変形し円板を解消する．そうしてできた弧を改めて a2と
おいて証明をやり直す．

Case-3 その他の場合，図 14のようにして円板を解消する．そうしてでき
た弧を改めて a2とおいて証明をやり直す．
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図 12: 両端が境界上にある場合

図 13: 片方が境界にある場合
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図 14: その他の場合

以上の操作を繰り返すことで，a2と端点を固定してイソトピックで，か
つ，a1と最小交差を持つような弧を得ることができる．

補題 3.9. M 上の本質的単純弧は端点を固定したイソトピーで変形して
測地線にできる．また，この測地線は一意的に定まる．

証明. M 上の任意の本質的単純弧を aとする．補題 3.4から aとホモト
ピックな測地線 gが一意に存在する．補題 3.8により，端点を固定したイ
ソトピーで aを変形して gと最小交差を持つようにできる．aと gはホモ
トピックなので，aと gのH2への持ち上げで，両端を共有するものが存
在する．それらを ã, g̃とする．ã 6= g̃のときは，ãと g̃は最小交差を持た
ない．すると，aと gも最小交差を持たないことになり，矛盾する．

補題 3.10. a1, a2をM 上の端点を共有する 2つの本質的単純弧とする．
もし a1, a2が横断的に交わり，かつ，a1と a2がイソトピーでないならば，
次の 2つは同値:

(1) a1, a2は最小交差を持つ．
(2) 恒等写像とイソトピックな写像 h : M → M で，h(a1), h(a2)が測
地線になるものが存在する．

18



図 15: 補題 3.10の証明の補足

証明. 補題 2.6の証明と同様．ただし，最終的に可能な形は，図 15のよ
うに端点を共有する形になることに注意．

定義 3.11. |a1 ∩ a2|を a1と a2の交点の数とする．ただし，|a ∩ a| = 0

と定める4．また，端点についてはそれぞれ 1回交わると数える．例えば，
図 16のような場合は，どちらも |a0 ∩ a1| = 2である．さらに，

i(a1, a2) := min
a1∼a′

1,a2∼a′
2

|a′
1 ∩ a′

2|

とする．ここで∼ は端点を固定してイソトピックであることを表す．こ
れを a1と a2の交点数 (intersection number)と呼ぶ．

命題 3.12. 交点の数が最小であることと，最小交差を持つことは同値．
すなわち，次の 2つは同値:

(1) |a1 ∩ a2| = i(a1, a2).

(2) a1, a2は最小交差を持つ．

証明. 命題 2.8の証明と同じ．
4Thurstonの場合は互いにイソトピックになる曲線は「平行移動」をすることで，交

わらないようにすることができた．しかし，今回は端点を動かせないので，交わらない
ようにすることができない．そのため，このように定義している．
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図 16: 交点の数の補足

ここで，曲面の境界上の 2点 x1, x2を選ぶ．このとき，x1, x2は同じ境
界成分上にあってもよいし，一致していても構わない．

定義 3.13. x1, x2を端点とするM 上の弧の端点を固定したイソトピー類
の全体の集合を T = T (M,x1, x2)と表す．

命題 3.14.

(1) 任意の [a1] ∈ T に対して，i(a1, a2) 6= 0となる [a2] ∈ T が存在する．
(2) 異なる [a1], [a2] ∈ T に対して i(a1, a3) 6= i(a2, a3)となる [a3] ∈ T が
存在する．

証明. [a1] 6= [a2] ∈ T に対して，0 = i(a1, b) 6= i(a2, b)となる [b] ∈ T が
存在することを言えば十分．

[a1] 6= [a2]と仮定する．もし i(a1, a2) 6= 0ならば，a1 = bとおけばよい．
もし i(a1, a2) = 0ならば,[a1] = [a2]である．なぜならば，T の元は全て
端点を共有するので，交点数が 0になるのは，自分自身の場合に限られ
るからである．これは [a1] 6= [a2]と仮定したことに矛盾する．

交点数 iは 2つの単純弧に対して定義されたが，実際はそのイソトピー
類に対して定義されている．すなわち，T の記号を使うと，交点数 iは

i : T × T −→ Z ⊂ R
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という形の関数とみなすことができる．以後，イソトピー類を表す記号
[a]と，その元である aは混同して使う．

定義 3.15.

i∗ : T −→ RT

を i∗(c)(·) := i(c, ·)で定義する．ここで，RT は T 上の関数全体の集合を
表す．RT には直積位相を入れる．

命題 3.14の主張を i∗について書き直すと，以下のようになる．

命題 3.16.

(1) 0 6∈ i∗(T ).

(2) i∗は単射．
ここで，0は全ての元に対して値 0を返す定値写像を表す．

定義 3.17. f, f ′ ∈ RT −{0}に対して，f = cf ′となる実数 c 6= 0が存在す
るとき，f ∼ f ′と定義する．∼は同値関係．また，P (RT ) := RT −{0}/ ∼
とし，π : RT −{0} → P (RT )を同値類への写像とする．P (RT )には商位
相を入れる．

今，命題 3.16から，以下のような図式を考えることができる:

T i∗−−−→ RT − {0} π−−−→ P (RT ).

定義 3.18. π(i∗(T )) ⊂ P (RT )の閉包 π(i∗(T ))を T で表す．

4 3つ穴あき球面上の弧
以下では，円板を 3つ取り除いた球面の T を求める．この章では，特

に，弧の 2つの端点が一致する場合について考える．

M0,3の 3つの境界を ∂1, ∂2, ∂3とする．∂1上の 1点 x1を固定する．M =

(M,x1, x1)とする．

命題 4.1. T = T (M)はZと集合として同型．さらに，Zの n 7→ n + 1に
対応する操作を T 上に定義することができる．
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図 17: ∂1を出入りする弧 図 18: 端点を x1に寄せた弧

証明. 境界 ∂1から出発して境界 ∂1に戻ってくる弧は，境界 ∂1の周りで
の回転を無視すると，図 17のようなものに限られる．2つの端点を x1に
寄せた弧を a0とする (図 18)．
この a0に対して，図 19のように，片方の端点を境界に沿って 1周さ

せる操作を考える．この操作を φと表す．a0に操作 φを行って作られる
弧が図 20の弧である．これを a1 = φ(a0)とする．同様の操作を a1にも
行う．そうしてできる弧を a2 = φ(a1)とする (図 21)．以下，同様に akを
定義する．また，φの逆操作 φ−1も考えることができ，それを a0に k回
行ってできる弧を a−kとする．

x1を端点とする弧は，図 17の弧の端点を境界に沿って x1まで動かす
ことによって得られる．したがって，T = {an | n ∈ Z}である．これがZ
と同型なことは明らか．ここで，φが Z上の+1の操作に対応している．

注 4.2. φは 2つの境界 ∂2, ∂3を入れ替える自己同相写像と考えることが
できる．また，φを 2回繰り返す操作φ2は，∂1と平行な単純閉曲線に沿っ
たデーン捻り (Dehn twist)に対応している．

命題 4.3. T の交点数は次の式で決定される:

i(ak, al) = 2|k − l|.
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図 19: 端点を 1周させる操作 φ 図 20: a1 = φ(a0)

図 21: a2 = φ(a1)
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証明. 交点数は φで不変．すなわち，

i(φ(ak), φ(al)) = i(ak, al).

なぜならば，φは自己同相写像だからである．したがって，弧 a0ともう
1つの弧 alの交点数について検討すればよい．弧は自分自身との交点数
は 0なので i(a0, a0) = 0．図 22において，a0, a1は点 x1でのみ交わって
いる．重複した基点では 2回交わると数えるので (a0, a1) = 2．a0, a2の場
合，図 23から (a0, a2) = 4．以下，φを alに施す度に a0と al交点数が 2

ずつ増えることが帰納的に示される (図 24)．a−lについても同様．

交点数の式から，関数 i∗(a0), i∗(a1)は次のようになっていることが分
かる．

· · · a−2 a−1 a0 a1 a2 · · ·
i∗(a0) · · · 4 2 0 2 4 · · ·
i∗(a1) · · · 6 4 2 0 2 · · ·

この表から，任意の弧は a0, a1との交点数を調べることによって，どの
タイプの弧であるか決定することができる．すなわち，任意の弧 aに対
して，s = i(a0, a)/2, t = i(a1, a)/2とおくとき，s > tならば，a = asで
あり，s < tならば，a = a−sである．
この事実は，T を求めるときに，無限次元空間であるP (RT )の中で考

える必要は無く，2次元空間で議論すれば十分であることを意味する．す
なわち，次の補題が成り立つ．

補題 4.4.
RT − {0} π−−−→ P (RT )

p

y
R2 − {0} π′

−−−→ P (R2) = S1

とする．ただし，

p(· · · , λ−1, λ0, λ1, · · · ) = (λ0, λ1),

π′(λ0, λ1) = [λ0 : λ1]

である．このとき，π(i∗(T ))と π′(p(i∗(T )))は同相である．
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図 22: (a0, a1) = 2 図 23: (a0, a2) = 4

図 24: i(a0, φ(al)) = i(a0, al) + 2
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注 4.5. 注 2.12において，RSの元を f =
∑
c∈S

λcfc と表現した．同様の表

記がRT でも可能で，今回は，

f =
∑
ak∈T

λak
fak

= (· · · , λa−1 , λa0 , λa1 , · · · )

=: (· · · , λ−1, λ0, λ1, · · · )

と表すことができる．補題 4.4で RT − {0}の元を (· · · , λ−1, λ0, λ1, · · · )
と表記したのは，このような考察に基づく．

補題 4.4証明には，次の一般位相の基本的な知識を使う．

定義 4.6. X1, X2を位相空間とし，f : X1 → X2とする．点 x ∈ X1に収
束する任意の点列 {xn | n ∈ N}に対して，X2の点列 {f(xn) | n ∈ N}が
常に f(x)に収束するとき，写像 fは点 xにおいて点列連続であるという．

定理 4.7. X1, X2を位相空間とし，f : X1 → X2とする．このとき，写像
f について，以下が成り立つ．

(1) f が点 x ∈ X1で連続ならば，f は xで点列連続である．
(2) X1の位相が第 1可算公理を満たすとき，f が点 x ∈ X1で点列連続
ならば，f は点 xで連続である．

補題 4.4の証明. 命題 4.3の交点数の式と注 4.5から，i∗(T )の元は

(· · · , λ−1, λ0, λ1, . . . ) = (· · · , 2|k + 1|, 2|k|, 2|k − 1|, · · · )

と座標表示される．この表示を使うと，

p(· · · , 2|k + 1|, 2|k|, 2|k − 1|, · · · ) = (2|k|, 2|k − 1|)

と表される．これを射影化したものとして，gが自然に定義される．すな
わち，

g : π(i∗(T )) −−−→ π′(p(i∗(T )))

を
g([· · · : 2|k + 1| : 2|k| : 2|k − 1| : · · · ]) = [2|k| : 2|k − 1|]

で定義する．gから，

g : π(i∗(T )) −−−→ π′(p(i∗(T )))
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を次のようにして定義する: π(i∗(T ))の元 xは触点なので，xに収束する
点列 {xn}が存在する．そこで,

g(x) := lim
n→∞

g(xn)

で gを定義する．ここで，

{xn} = {[· · · : (2|k + 1|)n : (2|k|)n : (2|k − 1|)n : · · · ]}

における (2|k|)nと (2|k − 1|)nの比が収束するので， lim
n→∞

g(xn) は収束す

る．また，g はwell-definedである．すなわち，{xn} 6= {x′
n}であっても，

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

x′
n

ならば，
lim

n→∞
g(xn) = lim

n→∞
g(x′

n)

となる．よって，この gが同相写像であることを確認すればよい．
π′(p(i∗(T )))の元 yに収束する点列

{yn} = {[(2|k|)n : (2|k − 1|)n]}

に対し，π(i∗(T )) の点列

{xn} = {[· · · : (2|k + 1|)n : (2|k|)n : (2|k − 1|)n : · · · ]}

が一意的に対応し，{yn}が収束するとき，{xn}も収束し，また，その収
束先も一意的に定まる．よって gは全射かつ単射である．
注 2.13から，P (RT )が第 1可算公理を満たすことが分かる．よって，

gと g−1の連続性については，定理 4.7から，点列連続性を確認すればよ
いことが分かるが，これは全単射のときと同様に確認できる．よって，g

は同相写像．したがって，π(i∗(T ))と π′(p(i∗(T )))は同相．

定理 4.8. T = Z ∪ {∞}である．ただし，Z ∪ {∞}には，R ⊃ Zの 1点
コンパクト化R ∪ {∞}からの相対位相が入っているものとする．

証明. T の各点を (i∗(a0), i∗(a1))-平面に描くと図 25のようになる．そ
れらの点を単位円上に射影すると，傾きが 0, 1/2, 2/3, · · · という点と，
∞, 2, 3/2, · · · という点が対応する．これらの極限は傾き 1の点であり，
この点が∞ ∈ Z ∪ {∞}である．

注 4.9. 閉包をとるときに増える元∞は図 26のような laminationに対
応している．
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図 25: 傾き 1の点が∞に対応

図 26: ∞ に対応する lamination
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図 27: (M0,3, x1, x2)の弧の例

5 今後の課題

2つの固定点を持つ3つ穴あき球面

前章では，M0,3の境界に固定点が 1つの場合を考えたので，次は異な
る 2つの固定点を持つ場合を考えるのが自然な流れであろう．x1, x2が異
なる境界成分上にあるとき，(M0,3, x1, x2)の T の元は，2つの境界それぞ
れの周りで，何回巻きついているかで分類される．1つ目の境界に巻きつ
いている回数を k，2つ目の境界に巻きついている回数を lとすると，T
の元は ak,lと表すことができる．kと lの決定の方法は図 28を参照．

(M0,3, x1, x2)の場合，交差数が複雑である．例として関数 i∗(a0,0)が弧
ak,lに対して，どのような値をとるのかを表にすると次の通りである．

k\l · · · −2 −1 0 1 2 · · ·
−1 · · · 3 2 2 3 4 · · ·
0 · · · 3 2 0 2 3 · · ·
1 · · · 4 3 2 2 3 · · ·

交点数を確定させれば，T を求めるときに，何次元の有限次元空間に射
影すればよいのかを調べることができる．(M0,3, x1, x2)の場合は 3次元か
4次元空間ではないかと予想している．
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図 28: kと lの決定方法

1つ穴あきトーラス

1つ穴あきトーラスM = M1,1についても，同様の問題が残っている
(参考:図 29). すなわち，曲面上の弧に上手く番号を付けた後に交点数を
求めたいが，交点数についてはよく分かっていない．交点数が決定され
れば，何次元の有限次元空間に射影して T を求めればよいのか調べるこ
とができる．

Right-veering

曲面の境界の各点を固定する自己同相写像の研究手法に right-veering

という概念がある ([HKM])．ポアンカレ円板H2上に普遍被覆を持つ境界
付き曲面M を考える．曲面M の境界に端点を持つ曲線 cの持ち上げを
c̃とする．M 上の自己同相写像のH2への持ち上げが曲線 c̃を右に動かす
とき，その写像は righ-veeringであるという．
例えば，3つ穴あき球面で端点を回す操作 φを 2回繰り返すφ2は right-

veeringに対応する．M の自己同相写像から T の自己同相写像が定まる
ので，これを使って right-veeringの特徴づけができないかと考えている．
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図 29: 円板を 1つ取り除いたトーラス上の弧
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