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1 土橋カスプ特異点 2018 の詳しい構成
これは土橋が 2018 年の論文で与えた 4 次元カスプ特異点の不変量などの研究なの
で，まずはこの特異点の詳しい構成法について説明する．なお土橋の論文 [T2]ではベ
クトルなどの番号付けを 1, 2, 3, 4 としているが，計算機プログラム化を容易にするた
め，番号付けを 0, 1, 2, 3 に変えた．
最初に 4 つのコクセターグラフについて対応するコクセター群を土橋の論文に従っ
て線形群として具体的に与える．そのうちで最も重要な最初の群は距離空間としての
鏡映群ではない．行列のとり方により 2 通りあるので，それらを A 型および B 型と
して区別する．

(1) コクセターグラフ Γ :

◦
◦
◦

◦0
1

2

3......................................................................
......................................................................

..................................................................

......................................................................

........................................................................................................................................

A 型：W = 〈s0, s1, s2, s3〉
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s0 =


−1 0 0 0

1 1 0 0

2 0 1 0

0 0 0 1

, s1 =


1 1 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 1 0 1
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0 0 1 1

, s3 =


1 0 0 0

0 1 0 2
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si(ej) =

{
ej j 6= i

uj j = i

W は無限群
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B 型では

u1 =


1

−1

0
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 , u3 =


0

1

1

−1

 , s1 =


1 1 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 2 0 1

 , s3 =


1 0 0 0

0 1 0 1

0 0 1 1

0 0 0 −1


で，他は同じとする．

(2) コクセターグラフ Γ1 :
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土橋の論文では Γ1，Γ2 のコクセター群 W1,W2 を (2), (3) のように表現しているが，
ここでは直接には使わない．どちらも土橋の論文の後半で使われている正 24 面体群
としての直交群表現を使い，それぞれ W ′,W ′′ と記述する．
W1 = 〈x0, x1, x2, x3〉
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x0 =


−1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

, x1 =


1 1 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0
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x2 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 1 1

, x3 =


1 0 0 0

0 1 0 2

0 0 1 1

0 0 0 −1


xi(ej) =

{
ej j 6= i

vj j = i

W1 は (3, 4, 3) 型 4 次元正多面体 (24-Cell) の自己同型群で位数は 1152
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(3) コクセターグラフ Γ2 :
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W2 = 〈y0, y1, y2, y3〉
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y0 =


−1 0 0 0

1 1 0 0

2 0 1 0

0 0 0 1

, y1 =


1 1 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



y2 =


1 0 1 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 1 1

, y3 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 −1


yi(ej) =

{
ej j 6= i

wj j = i

W2 は (3, 4, 3) 型 4 次元正多面体 (24-Cell) の自己同型群で位数は 1152

(4) コクセターグラフ Γ :
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W = 〈z0, z1, z2, z3〉
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z0 =


−1 0 0 0

1 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

, z1 =


1 1 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1



z2 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 1 1

, z3 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 1

0 0 0 −1


zi(ej) =

{
ej j 6= i

tj j = i

W は位数 6 の 2 面体群 D6 の直積 D6 ×D6 に同型で，位数は 36 である．. 左の
D6 は 〈z0, z1〉, 右の D6 は 〈z2, z3〉 と同型である．z0z1 と z2z3 はそれぞれ位数 3 で
b = z0z1z2z3 は W で位数 3 となる．したがって B = {1, b, b2} は W の位数 3 の部分
群となる．

2 Sage プログラムのための連動コクセター群
土橋の論文では明確には使われていないが，ここでは群の作用の固定点を調べるた
めコクセター複体を用いる（[H] 参照）．一般に d 個の変換 s0, . . . , sd−1 で生成される
コクセター群 W について，そのコクセター複体と呼ばれる単体的複体が次のように
定義される．
σ を頂点集合 v0, . . . , vd−1 をもつ d − 1 次元単体とする．Id = {0, 1, . . . , d − 1} の

空でない各部分集合 I について σI を {vi : i ∈ I} を頂点とする σ の面とし，WI を
{si ∈ Id \ I} で生成される W の部分群とする．特に σId = σ, WId = {1} である．こ
のときコクセター複体は d− 1 次元の単体的複体として

KW =
⨿
I

{(γ, σI) : γ ∈ W/WI}

で定義される．ここで (γ, σI) は σI を γ で変換した単体 γ(σI) とみなされ，γ1, γ1 が
同じ WI の同じ左剰余類に含まれれば γ1(σI) と γ1(σI) は同一視される．δ ∈ W と
γ(σI) ∈ KW に対して

δ(γ(σI)) = (δγ)(σI)
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と定義することによりコクセター群 W は複体 KW に左から作用する．

δ(σI) = δ(1(σI)) = (δ, σI)

で，右辺が (1, σI) に等しいのは δ ∈ WI の場合であるから，各 I について WI は
σI = (1, σI) の固定群となる．KW は多面体

|KW | =
∪

(γ,σI)∈KW

γ(σI)

の単体分割と考えられ，W は |KW | に作用する．ただし，W が無限群の場合は KW

は無限多面体である．すべての I 6= ∅ について WI が有限群であれば |KW | は位相多
様体となる．各 I について

(KW )I = {(γ, σI) : γ ∈ W/WI}

とすれば複体 KW は {(KW )I : I ⊂ Id, I 6= ∅} に分割されるが，これは W の作用によ
る KW の軌道分解である．

補題 2.1 δ ∈ W が |KW | に固定点を持たない必要十分条件は，任意の i ∈ Id につ
いて δ が軌道 (KW ){i} に固定点を持たないことである．

証明 必要性は δ(γ({vi})) = γ({vi}) であれば |KW | で δ(γ(vi)) = γ(vi) であるから
わかる．ある x ∈ |KW | について δ(x) = x であれば x を含む最小の γ(σI) について
δ(γ(σI)) = γ(σI) となるので i ∈ I について δ(γ({vi})) = γ({vi}) となり十分条件でも
ある． 証明終わり

プログラム化して計算するため，4 つのコクセター群の連動を考える．s0, s1, s1, s3
を各 i = 0, 1, 2, 3 について

si = (si[0], si[1], si[2], si[3])

として，すべての i について共通に

s0[i]
2 = s1[i]

2 = s2[i]
2 = s3[i]

2 = 1

(s0[i]s1[i])
3 = (s2[i]s3[i])

3 = 1

(s0[i]s3[i])
2 = (s1[i]s2[i])

2 = 1

とするほか，各 i ごとに

(s0[0]s2[0])
4 = (s1[0]s3[0])

4 = 1

(s0[1]s2[1])
2 = (s1[1]s3[1])

4 = 1

6



(s0[2]s2[2])
4 = (s1[2]s3[2])

2 = 1

(s0[3]s2[3])
2 = (s1[3]s3[3])

2 = 1

を基本関係式として定義する．組 x = (x[0], x[1], x[2], x[3]), y = (y[0], y[1], y[2], y[3]) の
積を

xy = (x[0]y[0], x[1]y[1], x[2]y[2], x[3]y[3])

と定義するなかで，単位元 1 = (1, 1, 1, 1) に s0, s1, s2, s3 を重複を許して左から任意の
順に積をとったもの全体を W とする．また

{s0[0], s1[0], s2[0], s3[0]}

によるコクセター群を W ,

{s0[1], s1[1], s2[1], s3[1]} , {s0[2], s1[2], s2[2], s3[2]}

によるコクセター群をそれぞれ W ′, W ′′ とし，さらに

{s0[3], s1[3], s2[3], s3[3]}

によるコクセター群を W とする．W は無限群，W ′ と W ′′ は位数 1152 で 4 次元空
間の正 24 面体の裏返しも含む直交変換による自己同型群に同型である．W は位数 6

の二面体群（正三角形の二面体群であり，ここでは D6 と書く）2 つの直積に同型で
位数 36 である．ここで 1 つの D6 は s0[3], s1[3] で生成され，他方は s2[3], s3[3] で生
成される．積 s0[3]s1[3] と s2[3]s3[3] はそれぞれ三角形の 3 分の 1 の回転である．
定義から W は直積 W ×W ′ ×W ′′ ×W の部分群である．各 x ∈ W から x[i] への
対応は射影であり全射準同型である．ϕ : W → W の核を H, ϕ′ : W → W ′ の核を H ′,

ϕ′′ : W → W ′′ の核を H ′′, ϕ̄ : W → W の核を H とすれば，各コクセター群の基本関
係式から

H ⊂ H ′ , H ⊂ H ′′ , H ′ ⊂ H , H ′′ ⊂ H ,

であり,特に H = H ∩H ′ ∩H ′′ ∩H = {1} で ϕ は同型写像である．以後 ϕ で同一視
して W = W , si = si[0] (i = 0, 1, 2, 3) とする．
|W : H ′| = |W ′| = 1152, |W : H ′′| = |W ′′| = 1152, |W : H| = |W | = 36 であるから

|H : H ′| = |H : H ′′| = 1152/36 = 32

である．

補題 2.2 次が成り立つ．
(1) H = H ′H ′′ ,

(2) |W : H ′ ∩H ′′| = 36864 ,

(3) H/(H ′ ∩H ′′) ' H/H ′ ×H/H ′′ .
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証明 (1) W と W の基本関係式を比べれば，H は W の正規部分群として 2 つの
元 (s0s2)

2, (s1s3)
2 で生成されることがわかる．一方 H ′, H ′′ ⊂ H は W の正規部分群

であるから H ′H ′′ も正規部分群で H に含まれる．(s0s2)
2 ∈ H ′, (s1s3)

2 ∈ H ′′ である
から H ′H ′′ は H に一致する．
群の同型定理により H ′H ′′/H ′ ' H ′′/H ′ ∩H ′′ であるから

|H ′H ′′ : H ′| = |H ′′ : H ′ ∩H ′′|

である．よって

|W : H ′ ∩H ′′| = |W : H ′′||H ′′ : H ′ ∩H ′′| = |W : H ′′||H : H ′| = 1152 · 32 = 36864

となる．
(3) は 3 つの同型

H ′H ′/(H ′ ∩H ′′) ' (H ′′/H ′ ∩H ′′)× (H ′/H ′ ∩H ′′) ,

H ′′/H ′ ∩H ′′ ' H ′H ′′/H ′ ,

H ′/H ′ ∩H ′′ ' H ′H ′′/H ′′

と (1) からわかる．どちらも位数 1024 = 322 の群である． 証明終わり
正 24 面体 R24 は 4 次元空間 R4 の 24 個の点

±2

0

0

0

 ,


0

±2

0

0

 ,


0

0

±2

0

 ,


0

0

0

±2

 ,


±1

±1

±1

±1


の凸包として実現できる．R24 の 24 個の 3 次元面は座標を (x0, x1, x2, x3) とすれば

±xi +±xj = 2 (0 ≤ i < j ≤ 3)

で定義される．4 点

p0 =


1

1

0

0

 , p1 =


4/3

2/3

2/3

0

 , p2 =


1

1

1

1

 , p3 =


1

1

1

0


は R24 の x0 + x1 = 2で定義される 3 次元面 Q の点で，p2 は Q の頂点，p3 は p2 を
端点とする Q の一つの辺の中点，p1 は p2 と p3 を含む Q の一つの 2 次元面（正三
角形）の中心，p0 はこれらを含む正 8 面体 Q の中心となっている．

q0 =


1

0

1

0

 , q1 =


2/3

4/3

2/3

0

 , q2 =


1

1

1

−1

 , q3 =


3/2

1/2

1/2

1/2
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は同じ正 24 面体 R24 の点で，q0 は x0 + x2 = 2で定義される 3 次元面の中心で，そ
の他の q1,q2,q3 は x0 + x1 = 2で定義される Q の点である．4 次正方行列を

P = [p0,p1,p2,p3] ,

C0 = [q0,p1,p2,p3] , C1 = [p0,q1,p2,p3] ,

C2 = [p0,p1,q2,p3] , C3 = [p0,p1,p2,q3]

で定義し，さらに行列 R0, R1, R2, R3 を

R0 = C0P
−1 , R1 = C1P

−1 , R2 = C2P
−1 , R3 = C3P

−1

で定義する．これらはユークリッド空間の鏡映変換であり，特に直交行列である．

R2
0 = R2

1 = R2
2 = R2

3 = 1 ,

(R0R1)
3 = 1 , (R2R3)

3 = 1 , (R0R2)
2 = 1 ,

(R1R3)
4 = 1 , (R0R3)

2 = 1 , (R1R2)
2 = 1

が基本関係式として成り立ち，線形群 〈R0, R1, R2, R3〉 は，この正 24 面体の 4 次元裏
返しも含む自己同型群となる．位数は 1152 である．コクセター群 W ′ と W ′′ はそれ
ぞれ

s0[1] = R0 , s1[1] = R1 , s2[1] = R2 , s3[1] = R3

s0[2] = R1 , s1[2] = R0 , s2[2] = R3 , s3[2] = R2

と置けば表現される．
ϕ′ : W → W ′ に付随してコクセター複体の写像

ϕ′ : KW → KW ′

が ϕ′(γ(σI)) = ϕ′(γ)(σI) で定義される．ここで記号 σI は KW と KW ′ で共用してい
る．δ ∈ W について

ϕ′(δ(γ(σI))) = ϕ′(δγ)(σI) = ϕ′(δ)(ϕ′(γ)(σI)) = ϕ′(δ)(ϕ′(γ(σI)))

であるから，この写像は W と W ′ の作用に ϕ′ を通して可換である．同様に ϕ′′ と ϕ̄

についても，作用と可換なコクセター複体の写像

ϕ′′ : KW → KW ′′ , ϕ̄ : KW → KW

が定義される．
これらを用いて W の元による写像が KW に固定点を持つ条件を与えることが出
来る．

補題 2.3 δ ∈ W は ϕ′(δ) が KW ′ に固定点を持たないか，または ϕ′′(δ) が KW ′′ に
固定点を持たなければ，KW に固定点を持たない．
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証明 ある γ(σI) ∈ KW について δ(γ(σI)) = γ(σI) であれば，作用の可換性から
δ(ϕ′(γ)(σI)) = ϕ′(γ)(σI) となる．ϕ′′ についても同様である． 証明終わり

補題 2.4 H \ (H ′ ∪H ′′) の元は KW に固定点を持たない．

証明 δ ∈ H が固定点 δ(γ(vi)) = γ(vi)を持てば γ−1δγ(vi) = viとなり γ−1δγ ∈ W{i}

となる．i = 0 または i = 2 であれば W ′
{i} ' W {i} であり，δ ∈ H の仮定から ϕ̄(δ) = 1

であるから ϕ′(δ) = 1がわかる．したがって γ−1δγ ∈ H ′ となり，H ′ は正規部分群なの
で δ ∈ H ′ である．i = 1 または i = 3 の場合は同様に δ ∈ H ′′ がわかる． 証明終わり

補題 2.5 W の部分群 H ′ ∩H ′′ は KW に自由に作用する．すなわち H ′ ∩H ′′ の 1

以外の元は固定点を持たない．

証明 δ ∈ H ′ ∩H ′′ が γ(vi) を固定すれば γ−1δγ ∈ W{i} である．i = 0 または i = 2

であれば W{i} ' W ′′
{i} で，正規部分群 H ′′ は γ−1δγ を含むので γ−1δγ = 1 となり

δ = 1 である．i = 1 または i = 3 の場合も同様である． 証明終わり

補題 2.6 δ ∈ W は ϕ̄(γ) が KW に固定点を持たなければ，KW に固定点を持たな
い．特に h = s0s1s2s3 とすると hH と h2H の元は KW に固定点を持たない．

証明 前半は補題 2.3 と同様に明らかである．ϕ̄(h) = s0[3]s1[3]s2[3]s3[3] であるが，
s0[3]s1[3] と s2[3]s3[3] はそれぞれ 6 次二面体群の位数 3 の元であり，多面体の変換と
しては三角形の回転なので辺と頂点に固定点は無い．KW はこれらの三角形の連接複
体（ジョイン）であり，これにも固定点は無い． 証明終わり

W ′ の部分群 H/H ′ を K ′, W ′′ の部分群 H/H ′′ を K ′ と置く．K ′ と K ′′ は

±


ϵ1 0 0 0

0 ϵ2 0 0

0 0 ϵ3 0

0 0 0 ϵ3

 , ±


0 ϵ1 0 0

ϵ2 0 0 0

0 0 0 ϵ3
0 0 ϵ3 0

 , ±


0 0 ϵ1 0

0 0 0 ϵ2
ϵ3 0 0 0

0 ϵ3 0 0

 , ±


0 0 0 ϵ1
0 0 ϵ2 0

0 ϵ3 0 0

ϵ3 0 0 0


において ϵi (i = 1, 2, 3, 4) を ϵ1ϵ2ϵ3ϵ3 = 1 を満たす ±1 で動かしたもの全体に等し
い．これらの行列はすべて 2 乗すると I か −I になる．したがって剰余群 K ′/{±I},
K ′′/{±I} は位数 2 の巡回群 4 つの直積に同型である．
E ′ と E ′′ を 8 個の行列

±


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , ±


0 1 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 −1 0

 , ±


0 0 1 0

0 0 0 −1

−1 0 0 0

0 1 0 0

 , ±


0 0 0 1

0 0 1 0

0 −1 0 0

−1 0 0 0
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からなる K ′ と K ′′ の部分群とする．これらがそれぞれ KW ′ , KW ′′ に自由に作用する
ことは，単体の頂点はすべて Z4 の点で各行列が Z4 の自己同型となるので，これらの
行列の単位元以外が固有値 1 を持たないことで確認できる．
W# = W/(H ′ ∩H ′′) と置く．W# は位数 36864 = 32212 の群となる．補題 2.2 によ
り W# は K ′ ×K ′′ を正規部分群として含み W#/(K ′ ×K ′′) = W となる．補題 2.5

により δ ∈ W の W# への像 δ̄ が商複体 KW/(H ′ ∩ H ′′) に固定点を持たないことは
(H ′ ∩ H ′′)δ のすべての元が固定点を持たないことと同値である．W# のある指数 48

の部分群が商複体に自由に作用すれば，その引戻しとして KW に自由に作用する W

の指数 48 の部分群が得られる．
位数 64 = 26 の部分群 E ′ × E ′′ の W# での指数は 576 = 3226 である．

D1 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 , D2 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 −1

 , D3 =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 1


と置く．{I4, D1, D2, D3} はクラインの 4 元群である．E = E ′×E ′′ と位数 4 の部分群

{(I4, I4), (D1, D1), (D1, D2), (D2, D1)} ⊂ K ′ ×K ′′

で生成される部分群 L の指数は 144 = 3224 となる．L の作用が自由であることは

(D1, D1)E , (D2, D3)E , (D3, D2)E

がすべて補題 2.4 の範囲に含まれることからわかる．さらに補題 2.6 の h の W# へ
の像

h̄ =




1/2 1/2 −1/2 1/2

1/2 −1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 1/2 −1/2

1/2 −1/2 −1/2 −1/2

,


1/2 −1/2 1/2 −1/2

1/2 1/2 1/2 1/2

1/2 1/2 −1/2 −1/2

−1/2 1/2 1/2 −1/2




について

h̄−1(D1, D1)h̄ ∈ (D2, D3)E , h̄−1(D2, D3)h̄ ∈ (D3, D2)E , h̄−1(D3, D2)h̄ ∈ (D1, D1)E

となるので，h̄ は L の正規化群に含まれる．h̄3 ∈ E ⊂ L なので L と h̄ で生成される
部分群 T の指数が 48 = 3 · 24 となる．補題 2.6 により h̄L と h̄2L の元に固定点はな
いので T の商複体への作用は自由である．この T ⊂ W# の W への引き戻し T48 が
KW に自由に作用する指数 48 の部分群である．
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3 カスプ特異点の Todd 種数とゼータ零値
r ≥ 2, N ' Zr, NR = N ⊗Z R ' Rr とする．トーリック型カスプ特異点は下記の
条件を満たす開凸錐 C ⊂ NR と Aut(N) ' GL(r,Z) の部分群 Γ によって定義される．
(1) C は閉包 C が強凸，すなわち C ∩ (−C) = {0} となっている．
(2) Γ の各元は C を不変にしていて，さらに (C/R+) に自由に作用していて商空間
(C/R+)/Γ がコンパクトである．
このとき NR の C ∪ {0} を台とする Γ 不変な非特異扇 Σ が存在する．Σ に対応す
る非特異トーリック多様体を Z(Σ) とすると，Z(Σ) は代数的トーラス TN を開部分多
様体して含み，D(Σ) = Z(Σ) \TN は無限個の非特異でコンパクトな既約成分からなる
余次元 1 の部分多様体である．基礎体を複素数体として複素解析的に考え，D(Σ) の
適当な開近傍 U をとると，Γ が U に自由に作用して，商複素多様体 U = U/Γ が有限
個の既約成分からなる因子 D = D(Σ)/Γ を含む．この因子 D が複素解析的に 1 点 p

に縮小し得られる孤立特異点 (V, p) がトーリック型カスプ特異点である（[T1]参照）．
作り方から U がこの孤立特異点の非特異化であり D がその例外因子となる．
2018 年の土橋カスプ特異点は前節のコクセター群 W を用いて次のように構成され
る．N = Z4 とし π を {e0, e1, e2, e3} で生成される NR = R4 の 4 次元非特異錐とす
る．前節のコクセター群 W による線形作用により

C0 =
∪

γ∈W
γ(π)

と置けば，C = C0 \ {0} は |KW | × R+ に位相同型な開凸錐となる．部分集合 I ⊂
{0, 1, 2, 3} について πI を {ei ; i ∈ I} で生成される π の面とすると

∆ = {γ(πI) ; I ⊂ {0, 1, 2, 3}, γ ∈ W/WI}

が非特異扇でその台 |∆| は C0 に等しい．ここでは I = ∅ の場合は πI = {0}, WI = W

である．W は C に作用していて WI (I 6= ∅) の元などに固定点は多くあるが，適当な
部分群 Γ ⊂ W が C に自由に作用していれば組 (C,Γ) からトーリック型カスプ特異
点が得られる．前節で与えた指数 48 の部分群 T48 はその 1 つであり，土橋カスプ特
異点 2018 を与える．
Todd 種数は大域的な多様体についてはヒルツェブルフ・リーマン・ロッホの定理
の定理により構造層のオイラー数と等しくなる不変量であるが，土橋カスプ特異点の
場合は局所的に計算出来て値は一般に分数となる．例えば 2 次元の（ヒルベルトモ
ジュラー）カスプ特異点では例外因子は有理曲線のサイクルとなるが，自己交点数が
a1, . . . , as (s ≥ 2) の場合，Todd 種数は

a1 + · · ·+ as
12

である．
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T48 で定義されるカスプ特異点の場合は例外因子は 4 つの既約因子 D0, D1, D2, D3

で構成されていて，Todd 種数は交点数として

κ4

[
3∏

i=0

Di

1− exp(−Di)

]
=

D0D1D2D3

16
+

D2
0D1D2 + · · ·+D1D2D

2
3

48

+
D2

0D
2
1 + · · ·+D2

2D
2
3

144
− D4

0 +D4
1 +D4

2 +D4
3

720

で計算される．最初の κd[f ] は D0, D1, D2, D3 を変数とする形式的冪級数の斉次 d

次の成分を表す．右辺には D0, D1, D2, D3 の単項式が 1 + 12 + 12 + 4 = 29 個ある
が，実際の計算では交わりが多くの連結成分に分かれるので，連結成分ごとに考えて
48 + 96× 3 + 52× 2 + 52 + 4 = 496 個の交点数を求める必要がある．コクセター群の
生成元の s1, s3 の取り方には A 型と B 型で違いがあり，それぞれ別の特異点なので
交点数も異なる．
D0

4, D1
4, D2

4, D3
4 の計算が最も複雑であるが計算ソフトの SageMath を用いた計算

を行った結果，A 型の場合

D0
4 = −136 , D1

4 = −204 , D2
4 = −184 , D3

4 = −160

となり，他の項も計算して Todd 種数は 19

20
とわかった．

また，B 型の場合は

D0
4 = −86 , D1

4 = −84 , D2
4 = −176 , D3

4 = −304

となり，同様に他の項も計算して Todd 種数は 11

12
であった．

次にゼータ零値について説明する．M = HomZ(N) として NR の双対ベクトル空間
MR = M ⊗Z R を定義する．MR × NR → R, (y, x) 7→ 〈y, x〉 を自然な完全双 1 次写
像とする．このとき，開凸錐 C の特性関数 ϕC(x) が

ϕC(x) =
∫
C∗

exp(−〈x∗, x〉) dx∗

で定義される．ここで，C∗ ⊂ MR は C の双対開凸錐である．尾形のゼータ関数
Z(C,Γ; s) が Re s > 1 の場合に

Z(C,Γ; s) =
∑

x∈(N∩C)/Γ

ϕC(x)
s

で定義され，さらに全複素平面に有理型関数として解析接続される（[O] 参照）．ま
た s = 0 では正則である．ゼータ零値 Z(C,Γ; 0) が有理数であることはわかっている
（[I1] 参照）．ゼータ零値の積分表示は尾形の論文にあるが，それを発展させて，扇の
群による商をシステム化した T 複体を使ってゼータ零値を計算する方法が [I1]にある．
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その方法を簡単に説明すると，まず d次元非特異錐の原始的な生成元を x0, . . . , xd−1

として d 次斉次多項式

κd

[
d−1∏
i=0

xi

exp(xi)− 1

]

を考える．
x

exp(x)− 1
= 1− x

2
+

x2

12
− x4

720
+ · · ·

に注意すると d = 1, d = 2 なら

−x0

2
,

x2
0 + x2

1

12
+

x0x1

4
,

d = 3 なら
−x2

0x1 + · · ·+ x1x
2
2

24
− x0x1x2

8
,

d = 4 なら

−x4
0 + · · ·+ x4

3

720
+

x2
0x

2
1 + · · ·+ x2

2x
2
3

144
+

x2
0x1x2 + · · ·+ x1x2x

2
3

48
+

x0x1x2x3

16

のようになるが，これを T 複体 (∆ \ {0})/T48 のすべての非特異錐に与えて，それら
の多項式を面となる低い次元の錐に順次移す作業をすると，1 次元錐以外は 0 で 1 次
元錐では原始生成元を x とすれば x の定数倍に出来る．このとき，ゼータ零値はすべ
ての 1 次元錐での係数の和となる．ただし，各錐ごとに座標系が異なるため，多項式
を低い次元の錐に移動させるには逐次座標をそろえる変数変換が必要となる．
この計算を 2018 年の A 型と B 型両方の特異点について SageMath でプログラム
化を行ってゼータ零値を求めることが出来た．

A 型の場合：ゼータ零値は 1

60
となる．

B 型の場合：ゼータ零値は 1

12
となる．

これらの計算に用いた実行可能な SageMath プログラムは東北大学数学教室内の個
人のページ

http://www.math.tohoku.ac.jp/~ishida.masanori

で公開する予定である．計算ソフト SageMath のアドレスは下記である．ここにはオ
ンラインで利用できる SageMathCell もある．

https://www.sagemath.org
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この特異点の非特異化の例外因子は 4 つの既約因子 D0, D1, D2, D3 を持ち，これら
は 3 次元の非特異トーリック多様体である．例外因子全体はこれらの既約因子の単純
正規交叉で 48 個の通常 4 重点を持つという想像しにくい構造をしている．これらの
既約因子それぞれに対応する ∆ の部分扇の超平面切断として 3 次元凸多面体が得ら
れる．下図は A 型の D0 と D1 から得た多面体を 2 次元に射影した図である．

2 つは 4 角形を面とする微妙に違う 24 面体で，0 から 47 の番号の付けられた 48 個
の三角形に分割されている．各三角形はそれぞれ D0, D1 の特定の点に対応する．他
の 2 つも同様で同じ番号の付けられた既約因子の 4 点が集まって例外因子の 4 重点を
作っている．この作図にも SageMath を用いた．

多面体の形は A 型と B 型で異なるが，三角形の上に書かれた数字の配置は A 型と
B 型で共通である．後ろの 2 ページの図はこの配置を立方体の展開図で記入している．
すなわち，4 つの立方体はカスプ特異点の非特異化の因子 D0, D1, D2, D3 に対応して
いて，各立方体の三角形は単純正規交叉である例外因子で 4 重点となる点に対応して
いる．同じ番号のついた三角形がそれぞれの立方体に 1 つずつあり，それらに対応す
る 4 点が集まって例外因子の 4 重点となっている．
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