
第 31 回発展方程式若手セミナー プログラム

日程 2009 年 8 月 31 日 (月) ～ 2009 年 9 月 3 日 (木)

会場 独立行政法人 国立女性教育会館

住所 〒 355-0292
埼玉県比企郡嵐山町菅谷 728 番地

TEL 0493-62-6711 (代表)
URL http://www.nwec.jp/

すべてのセッションと特別講演は大会議室で実施します.

幹事 赤木 剛朗 (芝浦工業大学 システム理工学部) g-akagi@sic.shibaura-it.ac.jp

松浦 啓 (早稲田大学 理工学研究所)

URL http://www.sic.shibaura-it.ac.jp/~g-akagi/wakate31/

8 月 31 日 (月)

13:30 – 14:00 開会挨拶・自己紹介 (大会議室)

セッション 1 座長: 眞崎 聡 (東北大学)

14:10 – 14:35 菅 徹 (東北大学)
細い領域における半線形楕円型方程式の解の分岐

14:40 – 15:05 前田 昌也 (京都大学)
Instability of bound states of nonlinear Schrödinger equations

15:10 – 15:35 岡部　考宏 (東北大学)
非斉次境界問題におけるNavier-Stokes方程式の時間周期解について

セッション 2 座長: 深尾 武史 (京都教育大学)

15:50 – 16:15 水野 将司 (東北大学)
Porous Media型非線形拡散方程式の解のヘルダー連続性について

16:20 – 16:45 村瀬 勇介 (広島修道大学)
単調型作用素に対する楕円型仮似変分不等式

16:50 – 17:15 上田 好寛 (東北大学)
Convergence rate to the nonlinear waves for viscous conservation laws
on the half space

18:00 – 19:00 夕食 (カフェテリア形式)

19:00 – 21:00 ショートコミュニケーション (研修棟 101 号室)
座長: 川上 竜樹 (東北大学)・上田 好寛 (東北大学)
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9 月 1 日 (火)

7:30 – 8:30 朝食 (カフェテリア形式)

セッション 3 座長: 宮本 安人 (東京工業大学)

9:00 – 9:25 生駒 典久 (早稲田大学)
非線型 Schrödinger方程式の正値解の一意性について

9:30 – 9:55 熊崎 耕太 (名古屋工業大学)
Penrose-Fife型の相転移モデルに対する可解性について

10:00 – 10:25 川上 竜樹 (東北大学)
半空間における非線形境界条件付き熱方程式の大域解の分類

特別講演 (その 1) 座長: 白川 健 (神戸大学)

10:40 – 12:10 北 直泰 (宮崎大学)
非線形シュレーディンガー方程式の解の挙動について

12:10 – 13:00 昼食 (カフェテリア形式)

セッション 4 座長: 久保 隆徹 (筑波大学)

13:00 – 13:25 宮本 安人 (東京工業大学)
活性因子・抑制因子系の漸近挙動について

13:30 – 13:55 劉 永琴 (九州大学)
Global existence and asymptotic behavior of solutions for quasi-linear
dissipative plate equation

14:00 – 14:25 中村 能久 (熊本大学)
シュレディンガー方程式の解の平滑化効果について

セッション 5 座長: 横田 智巳 (東京理科大学)

14:40 – 15:05 竹田 寛志 (東北大学)
連立非線形消散型波動方程式の時間大域解の臨界指数について

15:10 – 15:35 加藤 孝盛 (名古屋大学)
Wellposedness of the fifth order KdV equation

15:40 – 16:05 渡邉 紘 (中央大学)
非局所的移流項を持つ強退化拡散方程式系の可解性

セッション 6 座長; 五十嵐 威文 (日本大学)

16:20 – 16:45 深尾 武史 (京都教育大学)
熱水力学に現れる障害物問題の大域的アトラクターについて

16:50 – 17:15 黒田 紘敏 (北海道大学)
非斉次項をもつ特異拡散方程式の近似問題

18:00 – 19:00 夕食 (カフェテリア形式)
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9 月 2 日 (水)

7:30 – 8:30 朝食 (カフェテリア形式)

セッション 7 座長: 久藤 衡介 (福岡工業大学)

9:00 – 9:25 猪奥 倫左 (東北大学)
放物型方程式における最大正則性と指数可積分性について

9:30 – 9:55 眞崎 聡 (東北大学)
2 次元全空間における Schrödinger-Poisson方程式の時間局所解の一意存在
について

10:00 – 10:25 中川 和重 (埼玉大学)
ABP type estimates for nonlinear elliptic systems

特別講演 (その 2) 座長: 白川 健 (神戸大学)

10:40 – 12:10 北 直泰 (宮崎大学)
非線形シュレーディンガー方程式の解の挙動について

12:10 – 13:00 昼食 (カフェテリア形式)

13:00 – 13:30 (国立女性教育会館)

セッション 8 座長: 黒田 紘敏 (北海道大学)

13:30 – 13:55 山本 征法 (東北大学)
移流拡散方程式の解の漸近展開について

14:00 – 14:25 浅井 智朗 (東京大学)
On smoothing effect for higher order curvature flow equations

セッション 9 座長: 上田 好寛 (東北大学)

14:40 – 15:05 平山 浩之 (名古屋大学)
トーラス上の高階次分散型方程式の時間局所適切性

15:10 – 15:35 原田 潤一 (早稲田大学)
非線形境界条件をもつ放物型方程式の解の爆発について

15:40 – 16:05 ダルマワルダネ マヘシ (九州大学)
Decay property for second order hyperbolic systems of viscoelastic materials

セッション 10 座長: 松浦 啓 (早稲田大学)

16:20 – 16:45 岩渕 司 (東北大学)
Modulation 空間における Navier-Stokes 方程式の解の存在定理について

16:50 – 17:15 増田 茂 (首都大学東京)
The two constants and tensors of the original Navier-Stokes equations

18:00 – 20:00 懇親会
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9 月 3 日 (木)

7:30 – 8:30 朝食 (カフェテリア形式)

セッション 11 座長: 松浦 啓 (早稲田大学)

9:00 – 9:25 加納 理成 (近畿大学)
仮似変分不等式論による癌浸潤モデルの局所可解性について

9:30 – 9:55 五十嵐 威文 (日本大学)
cone領域における反応拡散方程式系の時間大域解の存在・非存在について

10:00 – 10:25 村井 宗二郎 (東海大学)
Strichartz estimates for wave equations with a potential in an exterior
domain

10:30 – 10:55 石本 登志男 (九州大学)
双安定反応拡散系における 2次元スパイラルパターン

11:00 – 11:30 来年度について・閉会のあいさつ
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xuν,ε + λN (uν,ε) + errorν,ε (2.5)
à9z/æA©

errorν,ε

Ê
ν → 0, ε → 0

¬�O)P Ñ
Q ��£N¢�_�¢
L∞

loc(I; L2(R))
¬�R)S Ñ

0ß�°�_
¼
(2.5)

¬)T�~Nß
uν,ε

£ UbJLº�©
x
ß�µÆ»�º7mNn¹æw©�µN» Ñ
V)W £N¢7_
¼�¦

_�¢�©
d

dt
‖uν,ε(t)‖2

L2(R) = Im(errorν,ε, uν,ε(t))

=⇒ ‖uν,ε(t)‖2
L2(R) = ‖uν,ε(0)‖2

L2(R) +

∫ t

0

Im(errorν,ε, uν,ε(τ)) dτ

¢�°�_�¼=4H4 Ñ
ν → 0, ε → 0

¢1¦"§N¨�©
L2 X Á�Y ¬�± ² £���¦Z4�¢�¶ Ñ �9_
¼ ¿

À"ÁJÂ"Ã (2.2)
¬�± ² ß�µJº"Ê"©

(2.5)
¬6T!~Jß

∂tuν,ε

£�U J�º"©
x
ß�µJ»"º!m#nÛæ\©

� W £�� _�4�¢ Ñ l
3�ß���¦-4�¢A¶ Ñ �9_�¼

4



Awº�©
λ > 0

¬ ¢��L© ½�¾ ¢ ¿�À�ÁNÂ�Ã ¬
± ² � ¸A© ‖u(t)‖H1(R) ≤ C
¢w°�_)4

¢\¶"Ù#�,_�¼�# $"ºÖ© 8 å (6>#�¯£\µJ°���º c#d �¯£  #" ¦ _64J¢\¶ Ñ �#_�¼ ªJß"©
λ < 0

¬ ¢ � © ¿�À Á Â�Ã ¬�O P Q W n ß Gagliardo-Nirenberg
¬��%C Í £ w » _ ¢Ú©

‖∂xu‖2
L2(R) − C‖u‖α

L2(R)‖∂xu‖β
L2(R) ≤ C (2.6)

¢ °�_�¼=4 4 Ñ ©
α = 1 + (p + 1)/2, β = (p + 1)/2 − 1

ÑÅ× _L¼��Æ©�¤ ¥�� ¸
1 < p < 5

°"¬ Ñ ©
β < 2

Ñ"× _64J¢\ß!S"ÜJ¼��Jß"©
(2.6)

ß
Young

¬��#C Í £TwJ»§N¨�© ‖u(t)‖H1(R) < C
£&��¦-4�¢A¶ Ñ �
º�©#8 å�c9d �N¬ ²9\ £&+ E
4�¢�¶ Ñ �

_�¼�5
�
	

2.1 Theorem 2.2
¬�¤J¥ Ñ

λ < 0
��µ

5 ≤ p
Ñ"× $"º Þ�©

u0

ß
H1(R)

¬�Ü
Ý Ñ r ANA�£�¤�¥�¦�_N¢�8 å�c9d 3�°!��¶ ²9\ ¦ _
¼¯æ��/æ�© c �
°�. Ã�0 ß�M¹æº�Ê����N8 å ¬¹®���ß ‖u(t)‖H1(R)

¶
;�<�¦�_�4N¢A¶�· ¸V§Nº�»�_
[8, 22, 27]

¼�

������� Ã ¬��#-�ß��Ná"º�4�¬
'��¯£�����¦ _�¢�©�
N¬���»/¢�49K
Ê�������¶ c �EA°�_ � O P9Q Kerr � �H�J¬ Ñ 
��N¬� �!#"�$�¶&% E�°�èV©9&�4Lß�" E(' E.��»
�¶�m�
�)�°�_�4+* Ñ ©�
���ÊNz�@9z�@

1 , ß.-�/�0�1�¦B_�42*�ß�°�_�¼�4�¬�3�;¬
'��NÊ"©�¥
*�3�°Np�4Jß ã Ð 3�°�5 � J�6�7�
�à8*�Þ�9 
N_ Ñ�× K/® ¼
�2	

2.2
± ²N³ 6�wJ»�º98 å�c#d �86  9"�: _�4
*A¶"©<;�=�>@?BA�ß"°#$"º�»�_

¶�C7&�>#�"ß�± ²J³ Ê
(2.1), (2.2)

>
2 D�E ÞT5#6 Ñ"× K¯® �GF �
> 9�H *J¶�IJ° Eº�J2K
± ²�³

(2.1)
z�J�6�w�»�ºN8 å�c/d 3�°��L6  9"#: _�4+*AÊ Ñ �
°�» Ñ�× K

® �MF µJç¯è(C 4ONJÊ
L2(R)

>!�#�,
 Ñ �@6  #"�: _!+!-Jß"°,_�¼ 4�>#+!-JÊ�C �
H�>�P�vJß
� ABN�º�»�_�Q/®1ß�R+P93�ß���S ATN�º�»�_�¼

Theorem 2.3 (Y. Tsutsumi [29]). 1 < p < 5
C

u0 ∈ L2(R)
* : _
¼�4&>.*��&C

m9n Ë�Ì"Í U
u(t) = U(t)u0 − iλ

∫ t

0

U(t − τ)N (u(τ)) dτ (2.7)

6 N�à : �
u(t, x) ∈ C(R; L2(R)) ∩ Lr

loc(R; Lp+1(R))
¶/]�^�µ ²N\#: _�¼�à/z æVC

2/r = 1/2 − 1/(p + 1)
Ñ�× è(C

(2.7)
>!}9~Nß × _�8 å m9nNÊ

H−1(R)
ß��862*�_

â�ã ß�M : _
Bochner

m9n Ñ�× _
¼

Theorem 2.3
>�W2X�>�Y�ß�°�_�Þ�>�Ê�C

Strichartz
>��#C Í [15, 26, 31] U

‖U(t)u0‖Lr1 (R;Lq1 (R)) ≤ C‖u0‖L2(R),

‖
∫ t

0

U(t − τ)F (τ) dτ‖Lr1 (R;Lq1 (R)) ≤ C‖F‖
Lr

′

2(R;Lq
′

2 (R))
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ÑÅ× _É¼�4 4 Ñ C
0 ≤ 2/rj = 1/2 − 1/qj < 1 (j = 1, 2)

ÑÅ× è(C
1/q2 + 1/q′2 =

1/r2 + 1/r′2 = 1
Ñ"× _�¼

Strichartz
>��#C Í Ê�C78�:J¶���� : _
* P#Q Schrödinger

Ë�Ì�Í >7�+> 9#H *�¶��BEw°�_H4G*�6�� : Þ&> Ñ C�<	��<	
��
� −∂2
x

¶�ÞLà ¸ :� n�<�* � ���
>���»����-?�� E�� E�ß������,$�º¯æ�ç ® *��6����ß���� : _�¼
�2	

2.3 � > 9�H *86! �" â�ã�äJå Ñ �86  #"�: _H42*\Ê�#�$ Ñ"× K&% � F @ 
' C
u ∈ C(I; Hs(R)) ( ( z&)�C s < 0)

>+Q*%,+�-.6/.�02123�4�165�7&%�8.F�92:
,� >�; H�<*=  �"?>�@�A�B�1�:�C�D�E	-�F�G�HI)KJ2L!M�N < F�O�P&4�Q�R�S?C�-2TU�V < W -�X�Y�Z�T	[�\�M�]�^�_ <�` F�a�b�c&4�Q�RKF�dfegP�J�h�4

[4, 16].

3 i j k l m no*prqKs6t?u T�v = o�w�x F�y�z�c&4�E�{�P�J�|�}?:*~KT�����E	���f)KJ�h*�/T1�5�7���8������r�?1�:��?����+r��� =��f����� J�h�4�T�1�C
t → ∞ Er�?��4�-?T�������&=K��  ��¡�E	¢�£*e�P*4K¤�¥?1�¦�§ =K¨ £ ( h�©�ª�T ( £�E¬«®­I¯K+�° u±?² E�³�c�4 ������� E�´�µ =!¶ 7��·©¹¸�3�+�° u ± E�³�c�4 ������� E�{?h�J�:�Cºr» +¹¼�½

(pseudo-conformal identity)
Tr¾r8rE¹]À¿Á+¹ÂrÃ?F�Ä�Å�E�+�4

[6, 20, 21]T�1�C2Q�Q�1�: ��Æ +�h�©
Ç È2É

Schrödinger Ê�Ë�Ì�Í�ÎÏ�Ð ��@ =
t → ∞ R�Ñ!Ò�R�3�E�C

(NLS)
T�-

u(t, x)
:�~!T�����+�Ó�4KÔ?h = c4�1�5?7&��8�©�-�T

L∞ Õ!Ö�× F�Ø�Ù�c�4�Q?R =KÚ�Û c*4?R/C¹Ü�Ý�}�Þ N (u)
T	ßà F*~!á&~Ká�­f¯��K+ � J�h*�KT�1�C

(NLS)
T�-?: ��� ��E�Ý�}

Schrödinger â�ã½�T�-2E ��ä ��Q�R/F�å�æI¯�P*4	©�ª�Q�1�C�ç	è�Ý�}
Schrödinger â�ã ½ é

(LS)

{

i∂tu = −∂2
xu,

u(0, x) = u0(x)T	-
U(t)u0

F
t → ∞ TêR�3	Eê~/T2�ê�g+ëÓ&4/Ô
h = c&4	T68�ì6J��2Q&�·©�Ý�}

Shrödinger â�ã ½�:�í�î�ï�ð?1�ñ�Å�+�ò�ó =!ô Ò*Ñ!J�h�4�F�C?Q�T�����1�: o&p�qs�t2u T�õ6¤�E	ö�£�J	¦�§ =K¨ £�J6h�4�T61�C�Q�Q	1�:*¯�Ñ,è�£	Ü�Ý�}
Kerr ÷ ôTÁø
h oêp�q/s�tùu = y Æ 4 o |
TÁ]�î = ì6J6h
4ùRgú � J
3ëÒ6ûù3ëÒ6h6©&¯�J6C

Fourier
�6ü Fϕ(ξ) ≡ (2π)−1/2

∫

e−iξxϕ(x) dx
= Y�h
42R

, (LS)
T	-

u(t, x)
:ëý

T��*�gE�þ�ÿ�1�3�4	©
u(t, x) = F−1 exp(itξ2)Fu0

= (4πit)−1/2

∫

exp(i|x − y|2/4t)u0(x) dx

6



Q�T�þ�ÿ?8*eKC�ý�T2Q�R!F Æ 8�4	©
È�É

Schrödinger Ê�Ë�Ì�Í�Î2Í����
• � Lq′-Lq ���	� 2 ≤ q ≤ ∞, 1/q + 1/q′ = 1

R�c*4�©2Q�T*R�3�C	ý�T�
�¼�½�F0 ��� {
.

‖U(t)u0‖Lq(R) ≤ Ct−(1/2−1/q)‖u0‖Lq′ (R) (3.1)

• � Dollard 
�Î � Mf(x) = exp(ix2/4t)f(x), Df(x) = (2it)−1/2f(x/2t)
R,c4�©�Q�T*R	3�C�ý�T�¼�½2F�0 ��� {2©

U(t)u0 = MDFMu0 (3.2)

t → ∞ T*R	3
M → 1

E���N�c*4�R/C?Q�T�¼�½�8&e
U(t)u0 = MDFu0 + o(t−1/2) in L∞(R) as t → ∞.

Ò�û*Ñ!C
u0 ∈ L1(R)

Rgc*4�©
Ç �	È?É

Schrödinger Ê�Ë?Ì�Í�Î�Í�������� � small data Í���� �ý
E
, t → ∞ E6��h�J

(NLS)
T��

u(t, x)
Fê~/T
�&�gEëÓ�Ô �gT�8 =���� �&� ©Ü�Ý�}�Þ�T����

p
F	¸*3�h�¾*~/C N (u)

:�Ø�Ù Ñ�S�cI�� 24�T�1�C��?T �������*=
!�"�S�cf�� ?4�Q?R!:���#?E%$�&f¯gP�4�©Áç�Ò�C¹Ü�Ý�}

Schrödinger â�ã ½?T%'�(?C) â�ã ½ º�* T + ��  V%,�- F�0 ��� Ò� �h�T�1�C ������� T���.21�:%/�0 â�ã ½S�1�2 Ö	3 u�4�5 ½�E2��4%6�798�:;8< �¦�§ = Y?h24�Q�R!E� �4	©%=�>�1�:�C ������ T���.?F�#fÑKh%'�(
(super critical case)

8�e � & =<? £�J�C�ª�T�{f~�ÿ�P&4%@
A = ��B�c*4��*�C �D�P?1�E , ��E�ñ�Å� %'�(

(p=3 : critical case)
=K�I�g� �·©

A. F�GIH�J�K�L�M�K�N�O�P�Q�R � 4 < p : super critical case � Ü�Ý�}�Þ�T%�I� pF�S�0�¸�3�h*R�3�C
(NLS)

T���T ������� :�=�>�T*RK� � ©
Theorem 3.1. 4 < p

Rgcê4�©�ç6Ò�C
u0 ∈ H1(R) ∩ L1(R)

:�C ‖u0‖H1(R)∩L1(R) <

ρ0 � 1
=�T Ò�c*L�T&R�c*4�©�Q	T*R�3�C

(NLS)
T Ï B�¸�U��

u
E�³IÑ/J�ý�T�Q�RF�V ��� {�©

(1) 〈t〉 = (1 + t2)1/2
R�ÑKJ�C ‖u(t)‖L∞(R) ≤ C〈t〉−1/2.

(2)
5�4

ϕ ∈ H1(R)
F�G�HIÑKJ�C

u(t) = U(t)ϕ + o(1) in L2(R) as t → ∞.

7



�
Theorem 3.1 Í���� (��� )� (1) C0 > 0

E ³ Ñ JëC
T ∗ = sup{T ; sup

0≤t<T
〈t〉1/2‖u(t)‖L∞(R) <

3C0ρ0}
R���h�J�C

T ∗ = ∞ E  246Q
R =
	 c�©
t ∈ [0, T ∗)

E	³ Ñ�J6C�/�0 â�ã ½
(2.3)

T���
�E
L∞ Õ!Ö�× = R � C U(t)

T
L1 − L∞

4�5 =�� Y�c���RKC
‖u(t)‖L∞(R)

≤ C0〈t〉−1/2ρ0 + C

∫ t

0

〈t − τ〉−1/2‖N (u(τ))‖L1(R)∩H1(R) dτ

≤ C0〈t〉−1/2ρ0 + C

∫ t

0

〈t − τ〉−1/2‖u(τ)‖p−2
L∞(R)‖u(τ)‖2

H1(R) dτ (3.3)

R< ���©�­f¯!h�° u ± T%'�(?C 1�2 Ö�3 u�� G���e (3.3)
T���
?E���� ‖u(τ)‖2

H1(R)� V @���� � e�P��	T���C
ρ0

= S�0�­I¯����� IR!C
‖u(t)‖L∞(R) ≤ C0ρ0〈t〉−1/2 + Cρp

0

∫ t

0

〈t − τ〉−1/2〈τ〉−(p−2)/2 dτ

≤ 2C0ρ0〈t〉−1/2 (3.4)

R� !��©�Ò�û*ÑKC
(3.4)

�
4 < p

T&R�"�C ∫ t

0

〈t − τ〉−1/2〈τ〉−(p−2)/2 dτ ≤ C〈t〉−1/2
=

# � J�h���©?Q�Q���C?L2Ñ
T ∗ < ∞ R�c���R!C�
�¼�½

(3.4)
T���
2E 〈t〉1/2

=�$ �J
t → T ∗

T�%�& = R'��Q�R��6C
3C0ρ0 ≤ 2C0ρ0

RKhI�)(+*�F�,.-KJ*Ñ�çI�·©�/ �E
T ∗ = ∞.

(2) U(−t)u(t)
F

t → ∞ T*R�"�E
H1(R)

T�0+1!���!��>	@�E�2�3�c4��Q�R =�	
5!6 �	h�©�/�0 â�ã ½ (2.3)

�*e
U(−t)u(t) = u0 − iλ

∫ t

0

U(t − τ)N (u(τ)) dτ

���7��Q?R�C��?��8
(1)
��e ‖N (u(τ))‖H1(R) ≤ C〈τ〉−(p−1)/2 ((p− 1)/2 > 1

E%��N
)���!��Q?RKE�9 = {&���?RKC

limt→∞ U(−t)u(t)
T�G�H =�	 c*Q?RKF��!"+�

. :
E , ð�� �

, p = 3
T '�(2F2�2�<; '�c4��T���C�L � R

p
T>= = >�?�J��2T �6����*= !�"��KÄ�Å�F+�!��©�@ � C

Theorem 3.1
T�A!B�� � Ü�Ý�}�Þ�T 4�5 F�C?h�T

���!�	©�ý�T � &!� � C?Q�T���Ò ��=�D�E c��	©
B. Î�ÍGF �IHKJGL NGM PONQP N O PGROS � 3 < p : super critical case �UTWV (NLS)X �

u(t)
�

t Y ¸Z"�[Z\�Ý�} Schrödinger ârã ½ X ��] ��ä �^\_[f�a`�b�c�d XOe\_� � &Zf_g�h�i�[���jlk�mZn V u(t) ∼ U(t)ϕ
e7o�p �

U(−t)u(t) ∼ ϕ
\_q���r�\

8



f���� o i�[!�
. � r>� V

u(t) = U(t)(U(−t)u(t))

≡ U(t)v(t) (3.5)

\���"��
	�i���
�����f���� o i������ j��
�!\ V Theorem 3.1
X���� �!n e ��


��� X�� � f e �"! o�#%$ ��r!\ Y�&�' ��j

Theorem 3.2. 3 < p
\(�)��j�m+* V u0 ∈ H1(R) , k xu0 ∈ L2(R)

\ o V
‖u0‖H1(R) + ‖xu0‖L2(R) < ρ0 � 1

f.- */� e�X \��0��j7r X \ ' V (NLS)
X%1�2/3

4�5
u ∈ C(R; H1(R)) ∩ C1(R; H−1(R)) Y�6�7 k�8�9 o i V xu ∈ C(R; L2(R))

f
-�* o V Theorem 3.1

\.:�; X�<�= Y�> n�?�k!j

@
Theorem 3.2 ACBEDGFIHEJLKNM ‖u(t)‖L∞(R) = ‖U(t)v(t)‖L∞(R) ≤ Ct−1/2‖v(t)‖L1(R)q�O &�P ‖v(t)‖L1(R) Q�R�S &UT 	WVYX
��r[Z>f�\�][^W��_�j�*�` o P L1 acb[d�e

Fourier f � F Zhg%i Q/j _%O & , ‖v(t)‖L1(R) ≤ C(‖v(t)‖L2(R) + ‖xv(t)‖L2(R))
O �

�hk
L2 �ml%n O a.bod &/prq 	ts � , ‖xv(t)‖L2(R) Q%RuS &uT 	 VvX0�Qr ZGf.\%� .r�r & , w%x�y J = U(t)xU(−t) = x + 2it∂x = M(2it∂x)M

f�z%{����
.

‖xv‖L2(R) = ‖Ju‖L2(R),

JN (u) =
p + 1

2
|u|p−1Ju − p − 1

2
|u|p−3u2Ju

Q > n�?>k�r�Zck�|�} j�~
Z e���������� (2.3)
k����W����O�����f�� x ��X[^��_�j � O%� P

‖JΦ(u)‖L2(R)

≤ ρ0 + C

∫ t

0

‖u(τ)‖p−1
L∞(R)‖Ju(τ)‖L2(R) dτ

≤ ρ0 + C

∫ t

0

〈τ〉−(p−1)/2(‖u(τ)‖H1(R) + ‖Ju(τ)‖L2(R))
p dτ (3.6)

Z�q���r[Z�k�|%}!j
3 < p

O�Z ' k 〈τ〉−(p−1)/2 Q �����/� q ��� k���� o i�_��+rZ , V P ‖Ju(t)‖L2(R)

O 1%2�3 4�� q���� Q/� VYX
��j��

C. �������W���WA��������W�[ �¡U�����U¢W£ F p = 3 : critical case K�q i P�¤¥ kU¦+�E§ & � p(¨E� �©� p = 3
O �+� &+P 5 OLªE«+¬�­©®°¯E±²� j�rLO �+� P

Theorem 3.2
Ou³ ´0Z.:0µh¶ = e/· 	�q%_�j qu¸�q0V P (3.6)

O/¹ �%� º S k%»0VhX� 〈τ〉−(p−1)/2 = 〈τ〉−1
O/��� Q�¼ _�*+h�k P τ

k���� ��� Q�½�¾ O�¿�k�q�V
q�_ ,
9



V & ~ �>j <�= ®���k���±
� Z P u(t) e 
%� Schrödinger ����� O 5 k�«�� , q%_r�Z Q�� V�X!i�_��>j!r.X Q P p = 3
® �	��
�� S�
 Z�������� & ~���j

Theorem 3.3 (Hayashi-Naumkin [10]). p = 3
ZY���>j�m�* P u0 ∈ H1(R) ,k

xu0 ∈ L2(R)
Z o P ‖u0‖H1(R) + ‖xu0‖L2(R) < ρ0 � 1

®.- *u���/O0Zh�0�Kj�r O
Z '�P (NLS)

O 1%2�3 4�5
u ∈ C(R; H1(R)) ∩ C1(R; H−1(R)) Q 6/7 k�8%9 o i P

xu ∈ C(R; L2(R))
®�-�* o P�� O!r�Z Q > n�?�k!j

(1) ‖u(t)‖L∞(R) ≤ C〈t〉−1/2.

(2) ϕ ∈ L2(R) , k Fϕ ∈ L∞(R)
®�-�*�� º S ϕ Q 8�9 o i P

u(t) = U(t)F−1 exp
(

−i(λ/2)|Fϕ|2 log t
)

Fϕ + o(1) in L2(R) as t → ∞.

���
Theorem 3.3

O
(2)
®/» ��Z P 5 O/ª�«%� k F−1 exp (−i(λ/2)|Fϕ|2 log t)F &� q X������ Q {��+i�_ ��j!r�X e ��
 � ��� ½ O� �! & ~[��j

@
Theorem 3.3 AuBoD F HmJLKNM 5 OuªL« � ®#"7ho�%$+?Qi OL�'&)( o � � j+* e P� 
L�U� , V �U�+O ¼ _-, � ®/. '10 �²Z�r32°kL~E�-4 (NLS) , V P v(t) = U(−t)u(t)

Q -�*�� º�5�� ®�z '�P Dollard � 5 U(t) = MDFM
® x _ ��Z P

i∂tv = λU(−t)N (U(t)v)

= λMF−1D−1MN (MDFMv)

= λ|2t|−1MF−1N (FMv)

Z�q���4�r�r &�P t → ∞ O
Z ' M → 1
k�|�}��
��Z P

i∂tFv = λ|2t|−1N (Fv) + R(t) (3.7)

Z���6��74!r�r &�P R(t) = λ|2t|−1(FMF−1N (FMv) −N (Fv)) e�8 p �����
��rZ Q �%� q X0�:9�;%� & ~ �74 (3.7)
O7<�=�k%~ �

λ|2t|−1N (Fv) Q ��� O j q ®�>� 0 �@?BA�q�O &�P r�X0®:C�=�k�D o:E�F ������Z P
∂te

iλΦFv = −ieiλΦR(t) (3.8)

Z�q ��4Or�r &%P Φ =

∫ t

1

|2τ |−1|Fv(τ)|2 dτ & ~ ��4 (3.8)
O�<�= e7G���8 p �%���

�+r[Z Q ��� &�' ��O &�P eiλΦFv e t → ∞ O
Z ' k�H , o V�O º S k�IKJ�����4r�X , V P u(t)
O�ª�«��
®�" R �
��r�Z Q &�' �74
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r�r>m & O�¶ = & e P 9�;�� R(t) Q 8 p �����0��r�Z�®���� E _�* Q P
‖R(t)‖L∞(R) ≤ Ct−5/4(‖u(t)‖L2(R) + ‖Ju(t)‖L2(R))

3

Z°_ ����� � ®°z 6E� O &�P <�� ‖Ju(t)‖L2(R)

O 1E2U3 4[� q ��� Q r OU³ ´ &�-�WZ'�
	�� ®

�� q
� ^^q V q _ ZGr)2ukQqm�'4Eµ�� e P ‖Ju(t)‖L2(R)
e�� ��� l� O�������k�� µ�* � l"!�l &�# 3 �
��r Z Q $�%'& � & ��� , V 0 ]��74��

(*)
3.1 +*,�& e ��
�����O 5 S λ Q�-%S O ��� ®�. � E ' * Q P λ = λ1 + iλ2

(λ1, λ2
e -�S )

O��0�Yk
λ Q�/ y S k+q)� E � 5 O�ª%«�¬%­ Q ¯%± V�X E _ ��410,

λ2(< 0) e P32'4�5 ��6 l"7 k�8%9 o:E _[���"9�¦�k ���;:"< b*= l�>�? @ ��

�

Ohm
O�A"B�C�O � � _�® �ED E _���4 Shimomura [25]

k�����Z P p = 3, λ2 < 0O
Z ' k/� q q�� l � k3F D E P
‖u(t)‖L∞(R) ≤ C〈t〉−1/2(log(2 + t))−1/2 (

*�` D P t ≥ 0) (3.9)

Z�_ � ���
®�\%��r[Z Q ³�´ q X E _���4�r�X e P λ
k�G[O�0�, Q {���Z��%�*� l!�l k���
����WO�H I Q�J X�� K[ZU®�}�LU����4 M�* P Kita-Shimomura [17]

kW�
�[Z

, p = 3, λ2 < 0 , � |λ1| ≤
√

3|λ2|
O�N O�®�P�][^ P 3 '�Q � l � kRF D E �5 O

L∞ a°b d Q (3.9)
Z°:²µ;� l�!�l & ���E����KWZ Q�S , � E _W�34*KTK &�P

|λ1| ≤
√

3|λ2|
Z._r�VU"W�N�O e d

dt
‖Ju(t)‖2

L2(R) ≤ 0 (Liskevich-Pelermuter
O3�"� �

[19])
®.\%� �%k x _0VhX P / y Ginzburg-Lndau �%�%� O 1%2/3 4 � Q 5 O 5"X &�*Y[Z x q X E _�� [23]
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細い領域における半線形楕円型方程式の解の分岐

菅 徹 (かん とおる)
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E-mail: sa7m08@math.tohoku.ac.jp

1 導入

本講演では, 空間多次元の細い領域における半線型楕円型方程式の解の分岐の構造が,関連する
空間 1次元の微分方程式のそれによってどの程度決定されるのかを考察する.

Hale-Raugel [1], Raugel [2]の枠組みに沿って細い領域の設定をする. ε0を (小さい)正の数,
g ∈ C2([0, 1])を正の値を取る関数とし, 0 < ε ≤ ε0に対して, 細い領域Qε ⊂ R2を,

Qε := {(x, y) ∈ R2; 0 < y < εg(x), 0 < x < 1}

と定義する.この領域上で次の半線型楕円型方程式を考える:

(P̃)ε

 ∆u + f(u, λ) = 0 in Qε,
∂u

∂νε

= 0 on ∂Qε.

ここでλは実数の分岐パラメータ, νεは∂Qεの外向き単位法線ベクトルである.また, f : R2 → R
はC3級関数であり,その 3階までのすべての偏導関数が第 1変数に関して多項式増大度しか持
たないとし,また f(0, λ) ≡ 0であるとする.
変数変換Q := (0, 1) × (0, 1) 3 (x, y) 7→ (x, εg(x)y) ∈ Qεによって方程式 (P̃)εは,

(P)ε

 Lεu + f(u, λ) = 0 in Q,
∂u

∂νBε

:= Bεu · ν = 0 on ∂Q

と変換される.ここで,

Lε :=
1

g
divBε, Bε :=

 g
∂

∂x
− gxy

∂

∂y

−gxy
∂

∂x
+

1

g

{ 1

ε2
+ (gxy)2

} ∂

∂y


であり, νは ∂Qの外向き単位法線ベクトルである.

ε = 0における (P)εの極限の方程式は次のようになる:

(P)0


1

g(x)
(g(x)vx)x + f(v, λ) = 0 in (0, 1),

vx(0) = vx(1) = 0.

このような特異な領域変形に対する方程式の解の構造変化に関する研究として, [1]では細い領
域上の反応拡散方程式の大域的アトラクタが,関連する空間 1次元の反応拡散方程式のそれに
上半連続であることを示している.本講演では (P)εの解の分岐構造が (P)0のそれによってどの
程度近似されるのかを考察する.具体的には, (P)0の正則な解 (その解の周りでの線形化作用素
が 0を固有値に持たないような解)の近傍に (P)εの正則な解が存在すること,及び (P)0がサド
ルノード分岐,自明解 (恒等的に 0である解)からの分岐を起こした時に,その近傍で (P)εも同様
の分岐を起こすことを見る.
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2 主結果

以下では分岐パラメータである λも未知であると考え, (P)ε, (P)0を満たす関数 uもしくは vと

実数 λの組をその方程式の解とみなす.また ‖ · ‖は ‖u‖ :=

(
‖u‖2

H1(Q) +
1

ε2

∥∥∥∥∂u

∂y

∥∥∥∥2

L2(Q)

) 1
2

で定

義されるH1(Q)上のノルムであるとする.
まず正則な解の枝 (特に分岐を起こさない場合)に関して次のことが得られる.

定理 2.1. I ⊂ Rを有界閉区間, {(v(λ), λ) ∈ H1(0, 1)×R; λ ∈ I}を (P)0の正則な解の枝である
とする.このとき,ある正の数 θ1, C1および ε1(0 < ε1 ≤ ε0)が存在して,任意の 0 < ε ≤ ε1に対
して, (P)εの正則な解の枝 {(uε(λ), λ) ∈ H1(Q) × R; λ ∈ I}が存在して,

max
λ∈I

‖uε(λ) − v(λ)‖ ≤ C1ε

が成り立つ.さらに {(u, λ) ∈ H1(Q)×R; ‖u− v(λ)‖ ≤ θ1, λ ∈ I}内にある (P)εの解は上で得ら
れたものに限る.

次にサドルノード分岐に関して次のことが得られる.

定理 2.2. (v0, λ0) ∈ H1(0, 1)×Rを (P)0の返り点とする (従って特に (P)0の解の枝{(v(s), λ(s)) ∈

H1(0, 1)×R; s ∈ [−s0, s0]}で (v(0), λ(0)) = (v0, λ0)および
dv

ds
(0) 6= 0,

dλ

ds
(0) = 0,

d2λ

ds2
(0) 6= 0と

なるものが存在する ).このとき,ある正の数 θ2, C2および ε2(0 < ε2 ≤ ε0)が存在して,任意の
0 < ε ≤ ε2に対して,ある (P)εの解の枝 {(uε(s), µε(s)) ∈ H1(Q)×R; s ∈ [−s0, s0]}が存在して,∑

j=0,1,2

max
−s0≤s≤s0

{∥∥∥∥ dj

dsj
(uε(s) − v(s))

∥∥∥∥ +

∣∣∣∣ dj

dsj
(µε(s) − λ(s))

∣∣∣∣} ≤ C2ε

が成り立つ.特にある−s0 < τε < s0が唯一つ存在して, (uε(τε), µε(τε))は (P)εの返り点になる.
加えて {(u, λ) ∈ H1(Q) × R; ‖u − v0‖ + |λ − λ0| ≤ θ2}内における (P)εの解は上で得られたも
のに限る.

自明解からの分岐に関しては次のことが得られる.

定理 2.3. (0, λ0)を (P)0の単純分岐点とする (従って特に (P)0の解の枝{(tv(t), λ(t)) ∈ H1(0, 1)×
R; t ∈ [−t0, t0]}で λ(0) = λ0およびすべての t ∈ [−t0, t0]に対して v(t) 6= 0 となるものが存在す
る ).このとき,ある正の数 θ3, C3および ε3(0 < ε3 ≤ ε0)が存在して,任意の 0 < ε ≤ ε3に対し
て, ある (P)εの解の枝 {(tuε(t), µε(t)) ∈ H1(Q) × R; t ∈ [−t0, t0]}が存在して,

max
−t0≤t≤t0

(
‖uε(t) − v(t)‖ + |µε(t) − λ(t)|

)
≤ C3ε

が成り立つ.特に (0, µε(0))は (P)εは単純分岐点になる.加えて {(u, λ) ∈ H1(Q)\{0}×R; ‖u‖+
|λ − λ0| ≤ θ3}内における (P)εの解は上で得られたものに限る.

参考文献

[1] J. K. Hale, G. Raugel, Reaction-diffusion equation on thin domains, J. Math. Pures Appl.,
71 (1992), 33-95.

[2] G.Raugel, Dynamics of partial differential equations on thin domains, Lecture Notes in
Math., 1609 (1994), 208-315, Springer-Verlag.
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Instability of bound states of nonlinear Schrödinger equations
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1 導入

次の非線形 Schrödinger方程式

iut = −∆u+ f(x, |u|2)u, (t, x) ∈ R1+N (1)

を考える. ここで f(x, s) ∈ C1(RN ×R+;R)は任意の u ∈ H1 に対して | ∫RN F (x, |u|2) dx| <∞
を満たしているとする. ただし, F (x, s) =

∫ τ
0
f(x, τ) dτ .

非線形 Schrödinger方程式 (1) の解で eiωtφω(x) という形をしているものを定在波解と呼ぶ.
eiωtφω(x) が (1) の解であるとき φω は次の定常問題の解となっている.

−∆φω + ωφω + f(x, |φω|2)φω = 0.

ここでは定在波解の安定性について考える.

定義 1.1. 定在波解 eiωtφω が安定であるとは, 任意の ε > 0 に対して, ある δ > 0 が存在して
infs∈R ||u0 − eisφω||H1 < δ を満たす任意の u0 ∈ H1 に対して

sup
t>0

inf
s∈R
||u(t)− eisφω||H1 < ε.

が成立することを言う. ただし, u は u0 を初期値とする (1) の解である. また定在波解 eiωtφω
が安定でないとき不安定であるという.

非線形 Schrödinger方程式 (1) は形式的に次の量を保存する.

E(u) :=
1

2

∫

RN
|∇u|2 dx+

1

2

∫

RN
F (x, |u|2) dx,

Q(u) :=
1

2

∫

RN
|u|2 dx.

仮定 1.2. 非線形 Schrödinger方程式 (1) は時間局所適切であり, E, Q を保存する. さらに, あ
る ω1, ω2 があって ω ∈ (ω1, ω2) のとき定在波解 eiωtφω が存在し, 対応 ω 7→ φω は C1.

作用 Sω を Sω(u) = E(u) + ωQ(u) で定義する.

仮定 1.3. S ′′ω(φω)の正のスペクトルは 0から離れているとする. さらに KerS ′′ω(φω) = span(iφω)
であり, S ′′ω(φω)の負のスペクトルは固有値であり高々有限個であるとする. n(S ′′ω(φω))を S ′′ω(φω)
の負のスペクトルの個数であるとする.

d(ω) = Sω(φω) と定義する.
S ′′ω(φω) の負の固有値が一つである場合は次の結果が知られている.

定理 1.4 ([2]). n(S ′′ω(φω)) = 1 とする. このとき, d′′(ω) > 0 ならば定在波解 eiωtφω は安定であ
り, d′′(ω) < 0 ならば定在波解 eiωtφω は不安定.

線形化不安定性に関しては次の結果が知られている.
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定理 1.5 ([3]). n(S ′′ω(φω)) は偶数かつ d′′(ω) > 0, または n(S ′′ω(φω)) は奇数かつ d′′(ω) < 0 であ
るとする. このとき定在波解 eiωtφω の線形化作用素は正の固有値をもつ. さらに, 非線形項が

||gφω(x, ρ)||H1 ≤ C||ρ||1+α
H1 , α > 0. (2)

gφω(x, ρ) = f(x, |φω + ρ|2)(φω + ρ)− f(x, |φω|2)φω

−f(x, |φω|2)ρ− 2i∂sf(x, |φω|2)Re(φωρ)φω.

を満たせば定在波解 eiωtφω は不安定となる.

注意 1.6. べき乗型の非線形項 f(x, s) = sα, α > 0 の場合, 評価 (2) は 1次元の場合に示すこと
ができるが高次元の場合では難しい. 2次元及び 3次元の場合では H2 ノルムを使うことによっ
て Colin-Colin-Ohta [1]が線形化不安定性から軌道不安定性を導いている.

我々の結果は以下である.

定理 1.7. n(S ′′ω(φω)) = 2 とする. さらに S ′′ω(φω) の二つの負の固有値のどちらか一方の固有関
数が φω と直交しているとする. このとき, d′′(ω) > 0 ならば定在波解 eiωtφω は不安定.

注意 1.8. 我々の定理の仮定は n(S ′′ω(φω)) = 2: 偶数, d′′(ω) > 0 なので定理 1.5 に含まれてい
る. しかし, 定理 1.7 では非線形項の評価 (2) を必要としない. これにより 4次元以上での高次
元でも軌道不安定性を示すことができる.

2 応用

次の 3波相互作用方程式を考える.

i∂tu1 = −∆u1 − |u1|2αu1 − γu2u3,

i∂tu2 = −∆u2 − |u2|2αu2 − γu1u3,

i∂tu3 = −∆u3 − |u3|2αu3 − γu1u2.

ただし, 1 ≤ N ≤ 5, α ∈ (0, 2/N). このとき, 定在波解 Φω = (0, 0, eiωtφ) の軌道安定性を考え
る. ただし, φ は

0 = −∆φ+ ωφ− φ2α+1

の唯一つの正値球対称解とする.

定理 2.1. ある 0 < γ1(ω) < γ2(ω) が存在して γ(ω) < γ < γ2(ω) について n(S ′′ω(φω)) = 2.

注意 2.2. d′′(ω) > 0 はスケーリングによりすぐわかるので定理 1.7, 2.1 により, Φω の軌道不
安定性がわかる. ただし 3次元までの場合は [1] により γ1(ω) < γ での軌道不安定性がすでにわ
かっている.

参考文献
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in the presence of symmetry. I. J. Funct. Anal., 74 (1987), no. 1, 160–197.

[3] Manoussos Grillakis, Jalal Shatah, and Walter Strauss, Stability theory of solitary waves
in the presence of symmetry. II. J. Funct. Anal., 94 (1990), no. 2, 308–348.
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非斉次境界問題における Navier-Stokes 方程式の時間周期解について

岡部 考宏 (おかべ たかひろ)

東北大学大学院 理学研究科 数学専攻

E-mail: sa6m08@math.tohoku.ac.jp

1 導入

Ω ⊂ R3を滑らかな有界領域とし, 境界 ∂Ωは

∂Ω =
L⋃

j=0

Γj

を満たすとする. ここで Γ0, . . . , ΓL は互いに素なC∞-surfaces で Γ1,. . . ΓL は Γ0の内側に位置
し, 互いに外側の位置にあるとする.
非斉次境界条件を課した Navier-Stokes方程式において時間周期解の存在について考察する.





∂u

∂t
−∆u + u · ∇u +∇p = f, in Ω× (0, T ),

div u = 0, in Ω× (0, T ),

u|∂Ω = β, on ∂Ω× (0, T ),

u(0) = a, in Ω,

(N-S)

ここに u = u(x, t), p = p(x, t)は流体の速度ベクトル及び圧力項を表し, f = f(x, t), β = β(x)
と a = a(x)を与えられた外力項, 境界値及び初期速度とする. ここで境界値 βの条件を考察す
ると, 境界値 βは非圧縮条件と境界条件による適合条件である general flux condition :

L∑
j=0

∫

Γj

β · νdS = 0, (G.F.)

を満たすことが必要である.
調和ベクトル場空間 Vhar(Ω)を

Vhar(Ω) := {h ∈ C∞(Ω) ; div h = 0, rot h = 0 in Ω, h× ν = 0 on ∂Ω}
とする. [3]により dim Vhar(Ω) = Lであり Vhar(Ω) = span{ψ1, . . . , ψL} とすれば {ψj}L

j=1はΩ
のみによって決まる. 更に特に, Vhar(Ω) = span{∇q1, . . . ,∇qL}が成り立つ. ここに, {∇qj}L

j=1

はΩ上の調和関数であり qj|Γ0 = 0 かつ qj|Γi
= δij を満たすものととれる.

また, [3]により, 任意のソレノイダルベクトル場は調和なベクトル場と回転により表わされ
るベクトル場とに一意的に分解できることが示された.

2 主結果

以下の定理が成立する.
まず, (N-S)の弱解の存在を示す.

定理 2.1. a ∈ L2
σ, f ∈ L2

loc([0,∞); L2)とする. β ∈ H1/2(∂Ω)を (G.F.)を満たし, かつ
∥∥∥∥∥

L∑

k=1

(∫

Γk

β · νdS
)
ψk

∥∥∥∥∥
3

<
1

4Cs

, (1)

1



を満たすとする. ここに Cs = 3−1/222/3π−2/3 はH1
0 (Ω) ⊂ L6(Ω) に関する Sobolevの埋蔵定理

の最良定数とする. このときu ∈ L∞loc([0,∞); L2(Ω))∩L2
loc([0,∞); H1(Ω))なる (0, T )上の (N-S)

の弱解が存在する.

次に (N-S)を満たす弱解が時間周期性の一般化である reproduct propertyを持つことを示す.

定理 2.2. f と βは定理 2.1の仮定を満たすとする. 任意の 0 < T∗ < ∞に対して, 初期速度
a ∈ L2

σ と (0, T )上の（ただし T∗ < T）(N-S)の弱解 u が存在して u(T∗) = u(0) = aをL2で満
たす.

証明. 証明は,与えられた境界値βのソレノイダル拡張 b,即ち領域Ω上でdiv b = 0かつ b|∂Ω = β
となるものを用い, 斉次境界条件に直した問題を考え, Galerkin 法により弱解を構成する.

一方, 時間周期解は, 外力 f と境界値 βに適切な小ささを要求した上で, (N-S)の解 uを非
斉次境界問題の定常解からの初期擾乱として捉え, 線形摂動作用素が生成する有界解析的半群
の Lp-Lq型評価を与えることで構成することができる.

定理 2.3. 1 < l < ∞, 1 < p < 3/2に対して, 以下の性質を持つ定数 δ = δ(l, p) > 0が存在す
る. β ∈ W 2−1/p, p(∂Ω)とする. f ∈ BC(R; Ll)は周期 T∗をもつ時間周期関数とする, 即ち, 任
意の t ∈ R に対して f(t) = f(t + T∗)を満たすとする. また f は L3に値をとる関数としてR上
Hölder 連続とする. もし βと f が

‖β‖W 1−1/p∗,p∗ (∂Ω) + sup
s∈R

‖f(s)‖l < δ, p∗ =
3p

3− p
,

満たすならば, (N-S) の時間周期的な強解 u ∈ BC(R; L3
σ) が存在する. 即ち, 任意の t ∈ Rに

対して u(t) = u(t + T∗)が成り立つ.

注意 2.4. (i) 2次元では, 与えられた外力 f が時間周期的なとき, Navier-Stokes 方程式に
おける初期値問題の一意性により reproduct property をもつ弱解は時間周期的になる
ことがわかる. 従って, 2次元のとき, 境界値 βに小ささを課すことなく時間周期解の存
在を示すことができる.

(ii) 3次元以上では外力 fや境界値 βに適切なノルムの小ささを課すことにより時間周期的な
解を構成することができる.

参考文献

[1] H.Kozono, M. Nakao, Periodic solutions of the Navier-Stokes equations in unbounded do-
mains, Tohoku Math. J. (2), 48 (1996), 33–50,

[2] H. Kozono, M. Yamazaki, On a larger class of stable solutions to the Navier-Stokes equa-
tions in exterior domains, Math. Z., 228, (1998), 751–785.

[3] H. Kozono, T. Yanagisawa, Leray’s problem for the stationary Navier-Stokes equations and
the harmonic vector fields I, Math. Z., 262 (2009), 27–39

[4] T. Miyakawa, Y. Teramoto, Existence and periodicity of weak solutions of the Navier-Stokes
equations in a time dependent domain, Hiroshima Math. J., 12 (1982), 513–528

[5] M. Yamazaki, The Navier-Stokes equations in the weak-Ln space with time-dependent ex-
ternal force, Math. Ann., 317 (2000), 635–675.
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POROUS MEDIUM 型非線形拡散方程式の解のヘルダー連続性について

水野将司 (東北大学大学院理学研究科 D3)

次の非線形拡散方程式の弱解について考える:

(1)

{
∂tu − ∆uα = −divf(t, x, u) in (0,∞) × Rn,

u(0, x) = u0(x) ≥ 0 in Rn.

ただし, α > 1とし, f = f(t, x, z) : (0,∞) × R × R → Rnは既知関数とする.
この方程式 (1)は,拡散係数 αuα−1が u = 0のときに 0になる,退化した方程式である. 拡

散係数が消える点においては,放物型方程式が持つ平滑化効果が得られないため,解の滑らか
さが失われることが知られている. 実際, f ≡ 0のとき,次の Barenblatt解 U は (1)の第一式
を (弱解の意味で)満たす:

U (t, x) = t−γ(C − kt−
2γ
n |x|2)

1
α−1

+ , γ =
n

n(α − 1) + 2
, k =

γ(α − 1)

2αn
,

ただし, C > 0は任意定数, a+ := max{a, 0}とする.
U のレベル集合 {x ∈ Rn ; C − kt−

2γ
n |x|2 = 0}の近傍では Barenblatt解U は滑らかにな

らないことがわかる. このことから α = 1の場合である熱方程式とは異なり, (1)の弱解が滑
らかになることは一般に期待できない. そこで, 弱解が Hölder 連続になるか, さらに Hölder
ノルムに対してどのような評価が得られるかを問題とする.

f ≡ 0に対する Hölder 連続性は, Caffarelli-Friedman [1]によってはじめて証明された.
彼らは, ε > 0に対し, (1)の近似方程式 ∂tuε − ∆uα

ε = 0 , uε(0, x) = u0(x) + εを考え,
Aronson-Benilan評価

∆uα−1
ε ≥ −C(n, α)

t
, ∂tuε ≥ −C(n, α)

t
uε

と比較原理を用いることで,解 uεの εに依らない Hölder連続性を導出することにより,解 u

の Hölder連続性を導出した. 彼らの証明には, Aronson-Benilan評価と比較原理が証明の鍵と
なっているため, 比較原理の成り立たない方程式 (例えば, f に uの非局所項が含まれている
場合など)には適用が難しいと思われる.
他方, DiBenedetto-Friedman [2]は, p > 2に対し,次の p-Laplace発展方程式

(2) ∂tv − div(|∇v|p−2∇v) = 0

の弱解の勾配が Hölder連続になることを示した. 彼らの証明の鍵は, 解の局所的な性質をス
ケール変換を用いて考察する際に,解の局所的な振動の情報をスケール変換に取り入れたこと
である. さらに, De Giorgiの繰り返し法を,解の情報の入ったスケール変換に対しても機能す
ることを示した.
ところで, 空間 1次元に対する (2)の解 vに対して, |∇v|2 は f ≡ 0に対する (1)の解とな

ることがわかる. このことから, f ≡ 0に対する (1)の解に対してもDiBenedetto-Friedmanの
手法を用いて, 解の Hölder連続性を導出できるのでは, と推測できる. 実際に, DiBenedetto-
Friedmanは, [2]において, f ≡ 0に対する (1)の解のHölder連続性が導出できると言及して

1



いるが, 外力がついた方程式の弱解に対するHölder連続性の証明は与えておらず, Hölderノ
ルムに対する評価も与えられてはいない. そこで,彼らの証明を修正し,外力項 f が適当な可
積分条件を満たせば, (1)の解がHölder連続になることを示すとともに,解 uのHölderノルム
の陽的な表示を得た.

Theorem 1. Let u be a bounded non-negative weak solution of (1). Let us assume

f(t, x, u) ∈ L∞(0,∞ ; Lp(Rn))

for some p > n and let 1
p∗

= 1
n
− 1

p
. Then u is uniformly Hölder continuous and

|uα(t, x)−uα(s, y)| ≤ C‖uα‖1− p∗
n

σ

L∞((0,∞)×Rn)‖f‖
p∗
n

σ

L∞(0,∞ ; Lp(Rn))(‖u‖
1
2
(α−1)

L∞((0,∞)×Rn)|t−s|
σ
2 +|x−y|σ)

for (t, x) , (s, y) ∈ (0,∞) × Rn, where the constant 0 < σ < 1 and C > 0 are depending only
on n, α and p.

定理の証明で最も困難な点は,解 uの等高面 u = 0の近傍での振動の評価である. しかし, u

が小さいと (1)の拡散係数 αuα−1 も小さくなるため,方程式が持つ平滑化効果も小さくなる.
従って,方程式が持つ平滑化効果が解 uの値に応じて一様ではないため,解の振動の評価も解
uの値に対して一様には得られない. そこで, (1)の左辺を不変にする,時間方向と解の高さに
関するスケール変換

ũ(s, x) = M−1u(t, x) t = Mαβs , β = 1 − 1

α

に注目して,二つのパラメータに依存する放物型円筒

Qρ,M = Qρ,M(t0, x0) = (t0, x0) +

(
− ρ2

Mβ
, 0

)
× Bρ, ρ, M > 0

を導入する. パラメータM > 0を解 uの高さに応じてコントロールすることによって,方程
式が持つ平滑化効果を一様とみなすことができ,次の補題が得られる.

Lemma 2. Let ρ0 > 0 enough small depending only on n, α, p, ‖u‖L∞((0,∞)×Rn) and f . Then
there exist 0 < c < 1 and 0 < η < 1 depending only on n, α, p such that

sup
Qρj,Mj

uα ≤ Mj , osc
Qρj,Mj

uα = sup
Qρj,Mj

uα − inf
Qρj,Mj

uα ≤ ηj‖uα‖L∞((0,∞)×Rn) and ρj = cjρ0

for all j ∈ N, where {Mj}j∈N is some monotone decreasing sequence depending on n, α, p and
u.

補題の証明は, De Giorgiの繰り返し法を, uの高さに依存する変数変換Mj を用いて機能
させることによる. また, ρ0は, ‖f‖L∞((0,∞) ; Lp(Rn))と ‖u‖L∞((0,∞)×Rn)について陽的に取れる.
このことから, σ log c = log ηととることにより, 解の Hölder 連続性と Hölderノルムに関す
る評価が得られる (cf. Ladyženskaja-Solonnikov-Ural’ceva [3, pp. 96, Lemma 5.8]).

REFERENCES

[1] Caffarelli, L. A. and Friedman, A., Indiana Univ. Math. J., 29(1980), 361–391.
[2] DiBenedetto, E. and Friedman, A., J. Reine Angew. Math., 357(1985), 1–22.
[3] Ladyženskaja, O. A. and Solonnikov, V. A. and Ural’ceva, N. N., “Linear and quasilinear equations of para-

bolic type,” American Mathematical Society, 1967.
[4] Porzio, M. M. and Vespri, V., J. Differential Equations, 103(1993), 146–178.
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単調型作用素に対する楕円型仮似変分不等式

村瀬 勇介 (むらせ ゆうすけ)

広島修道大学　経済科学部

E-mail: ymurase@shudo-u.ac.jp

1 研究の主題

本研究では、以下の仮似変分不等式型の方程式系に対する最適制御問題と最適制御生成アルゴ
リズムの開発を目的としている。

Find (θ, u) ∈ H1
0 (Ω)×

(
H1(Ω)

)2
s.t.



−κ△θ + h(θ, u) = f in Ω
θ = 0 on ∂Ω
u ∈ K(θ) a.e. in Ω

ν

∫
Ω

∇u · ∇(u − z)dx +

∫
Ω

(g(u) − ℓ) · (u − z) ≤ 0

for ∀z ∈ (H1(Ω))2, z ∈ K(θ) a.e. in Ω

仮似変分不等式の解の存在性には、[3], [4]の抽象論を用いている。このとき [5]の場合と同様に
解には一意性がないため、通常の議論で最適制御問題とアルゴリズムの構築を行うのは困難で
ある。本公演では、この問題に対する現在までの取り組みについて報告する。

2 仮似変分不等式一般論と解の存在

Xは回帰的実Banach空間, X∗はXの共役空間とし, X,X∗は共に狭義凸であるとする。
AはXからX∗への (一般的には多価の)作用素である。また, | · |X でノルムを, < ·, · >で
X∗とXの duality pairingを表すとする。

定義 2.1. Ã : X × X → X∗は次の (SM1)及び (SM2)を満たすとする。

(SM1) Ã(v, ·) ;maximal monotone , D(Ã(v, ·)) = X for ∀v ∈ X
(SM2) {vn} ⊂ X, vn → v weakly in X

=⇒ ∀u∗ ∈ Ã(v, u) , ∃u∗
n ∈ Ã(vn, u) s.t. u∗

n → u∗ in X∗

このとき, Ãは semi-monotoneであるという。

この semi-monotone作用素によって特徴付けられる楕円型抽象仮似変分不等式の解の存在
が以下通り知られている。

定理 2.2. (Y. M. [4])

Ã : D(Ã) = X × X → X∗;有界,semi-monotone,

Au := Ã(u, u) for ∀u ∈ X, g∗ ∈ X∗,
K0 ⊂ X;有界閉凸集合,
φ:X × X → R ∪ {∞}, φ(v, ·);適正下半連続凸関数 for ∀v ∈ X
D(φ(v, ·)) ⊂ K0 for ∀v ∈ K0,
さらに, 次の条件 (K)を満たすとする。

(K) {vn} ⊂ K0, vn → v weakly in X
=⇒ φ(vn, ·) → φ(v, ·) on X in the sense of Mosco.

このとき, 次の仮似変分不等式は少なくとも一つ解 uを持つ。{
φ(u, u) < ∞, u∗ ∈ Au;
< u∗ − g∗, u − v > +φ(u, u) 5 φ(u, v) for ∀v ∈ X

1



3 主題へのアプローチ

この問題に対する近似問題として次の問題を取り扱う。

Find (θ, u) ∈ H1
0 (Ω) ×

(
H1(Ω)

)2
s.t.


−κ△θ + h(θ, u) = f in Ω
θ = 0 on ∂Ω
−△u + g(u) + ∂IK(θ)λ

(u) = ℓ
∂u

∂n
= ℓ on ∂Ω

但し、∂IK(θ)λ
(·)は ∂IK(θ)(·)の吉田近似である。元の問題はこの極限問題として取り扱われる。

この問題を考える上では、、仮似変分不等式に現れる semi-monotone作用素A(·, ·) : X×X →
X∗ := H−1(Ω) × (H1(Ω)∗)2を次で定義して考える。

[A((ζ, v), (θ, u)), (ξ, z)] := κ

∫
Ω

∇θ · ∇ξ +

∫
Ω

h(θ, v)ξ + ν

∫
Ω

∇u · ∇z +

∫
Ω

g(v) · z

ここで、[·, ·] は X∗ と Xの間の duality pairingである。

この問題は上記の作用素といくつかの仮定の下で解が存在することが示される。解の存在
に対する証明は [5]と同様の方法によって示される。

最適制御に関して問題になる点として以下が挙げられる。

(1) fn → fが何らかの位相で与えられているとき、近似問題の解は下の問題の解に収束するか？

(2) 近似問題の最適制御は存在するか？

(3) 近似問題の最適制御を生成するアルゴリズムを構成できるか？

参考文献

[1] K. H. Hoffmann, M. Kubo, N. Yamazaki, Optimal control problems for elliptic-parabolic
variational inequalities with time-dependent constraints; Numer. Funct. Anal. Optim. 27
(2006), no. 3-4, 329–356

[2] N. Kenmochi, Monotoniocity and Compactness methods for Nonlinear Variational Inequal-
ities: HANDBOOK OF DIFFERENTIAL EQUATIONS, Stationary Partial Differential
Equations; , volume 4, Elsevier B.V., (2008), pp. 203–298.

[3] R. Kano, N. Kenmochi, Y. Murase, Existence theorems for elliptic quasi-variational in-
equalities in Banach spaces; Recent Advance in Nonlinear Analysis: Proceedings of the
International Conference on Nonlinear Analysis, (2008), pp. 149-170

[4] Y. Murase, Abstract Quasi-Variational Inequality of Elliptic type and Applications; Ba-
nach Center Publications Vol.86 ”Nonlocal and abstract parabolic equations and their
applications” (2009) pp. 235-246

[5] R. Kano, N. Kenmochi, Y. Murase, Elliptic quasi-variational inequalities and applications;
Proceedings of the 7th AIMS conference (to be published)
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Convergence rate to the nonlinear waves
for viscous conservation laws on the half space

Yoshihiro Ueda

In this talk, we study the convergence rate of solutions to the initial-boundary value
problem for scalar viscous conservation laws on the half line:





ut + f(u)x = uxx, x > 0, t > 0,

u(0, t) = u−, lim
x→∞

u(x, t) = u+, t > 0,

u(x, 0) = u0(x), x > 0.

(1)

Here the flux f = f(u) is a given smooth function of u satisfying f(0) = f ′(0) = 0 and u±
are given constants. In this problem, we assume that the initial function u0(x) satisfies
u0(0) = u− and limx→∞ u0(x) = u+ as the compatibility conditions. Throughout this
talk, we impose the following condition on the flux f(u): Either

f ′′(u) > 0 for u ∈ R, (2)

or

f ′′(0) > 0, f(u) > 0 for u ∈ [u−, 0). (3)

It is known that the asymptotic behavior of solutions to (1) is closely related to the
solution of the Riemann problem for the corresponding hyperbolic equation:





ut + f(u)x = 0, x ∈ R, t > −1,

u(x,−1) =

{
u−, x < 0,
u+, x > 0.

(4)

In the case where the flux f(u) in (1) satisfies the convexity condition (2) and the
Riemann problem (4) has the rarefaction wave solution, Liu-Matsumura-Nishihara [2]
showed that the large-time behavior of the solutions depends on the signs of the char-
acteristic speeds f ′(u±). More precisely, it is shown that the asymptotic behavior of the
solutions in this case is classified into the following three cases: (a) f ′(u−) < f ′(u+) ≤ 0,
(b) 0 ≤ f ′(u−) < f ′(u+) and (c) f ′(u−) < 0 < f ′(u+).

In the case (a) where u− < u+ ≤ 0, the solutions of (1) converge to the stationary
solution. Here the stationary solution φ(x) is defined by the solution of the stationary
problem corresponding to (1):

f(φ) = φx, φ(0) = u−, lim
x→∞

φ(x) = u+. (5)

1



In the case (b) where 0 ≤ u− < u+, the asymptotic state of the solutions is described
by the rarefaction wave. Here the rarefaction wave ψR(x, t) is given as the solution of
the Riemann problem (4) and is given explicitly for t > −1 by

ψR(x, t) =





u−, x ≤ f ′(u−)(t+ 1),

(f ′)−1
(

x
t+1

)
, f ′(u−)(t+ 1) ≤ x ≤ f ′(u+)(t+ 1),

u+, f ′(u+)(t+ 1) ≤ x.

(6)

In the final case (c) where u− < 0 < u+, the asymptotic state of the solutions is given
by the superposition of the stationary solution φ(x) satisfying (5) with u+ = 0 and the
rarefation wave ψR(x, t) given by (6) with u− = 0.

Our first theorem gives the convergence rate in this last case (c) under the convexity
assumption (2), and is stated as follows.

Theorem 1. Suppose that (2) and u− < 0 < u+ hold. Assume that u0−u+ ∈ H1∩L1.
Then the initial-boundary value problem (1) has a unique global solution u(x, t) with
u− u+ ∈ C([0,∞);H1). Moreover, the solution satisfies

‖(u− φ− ψR)(t)‖Lp ≤ C(1 + t)−γ log2(2 + t),

‖(u− φ− ψR)(t)‖L∞ ≤ Cε(1 + t)−
1
2

+ε
(7)

for each p with 1 ≤ p <∞ and any ε > 0, where γ = (1/2)(1− 1/p), and C and Cε are
positive constants; Cε is depending on ε. Here φ(x) is the stationary solution satisfying
(5) with u+ = 0 and ψR(x, t) is the rarefaction wave given by (6) with u− = 0.

On the other hand, the case (c) has also been studied very recently by Hashimoto-
Matsumura [1] when the flux f(u) satisfies the weaker convexity condition (3). They
proved the asymptotic stability of the superposition of the stationary solution and the
rarefaction wave under the smallness condition both on u+ and the initial perturbation.

The second purpose of this talk is to get the convergence rate under the weaker
convexity condition (3). Namely, we show the following theorem.

Theorem 2. Assume (3), u− < 0 < u+ and u0 − u+ ∈ H1 ∩ L1. Then there is a
positive constant ε0 such that, if u+ ≤ ε0 and ‖u0 − φ − ψR(·, 0)‖H1 ≤ ε0, then the
initial-boundary value problem (1) has a unique global solution u(x, t) with u − u+ ∈
C([0,∞);H1). Moreover, the solution satisfies the quantitative estimates in (7).

References

[1] I. Hashimoto and A. Matsumura, Large time behavior of solutions to an initial
boundary value problem on the half line for scalar viscous conservation law, Meth-
ods Appl. Anal., 14 (2007), 45-60.

[2] T.-P. Liu, A. Matsumura and K. Nishihara, Behaviors of solutions for the Burgers
equation with boundary corresponding to rarefaction waves, SIAM J. Math. Anal.,
29 (1998), 293-308.

2



非線型Schrödinger方程式系の正値解の一意性について
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1 導入

次の非線型 Schrödinger方程式系に対する正値解を考える:
−∆u1 + V1(x)u1 = µ1u

3
1 + βu1u

2
2 in RN ,

−∆u2 + V2(x)u2 = βu2
1u2 + µ2u

3
2 in RN ,

u1(x), u2(x) → 0 as |x| → ∞.

(E)

ここで, µ1, µ2, β は正定数とし, N = 1, 2, 3 とする. また, u = (u1, u2) が (E)の正値解であると
は, u が (E)を満たし u1(x), u2(x) > 0 を満たすものとする.
方程式系 (E)に対する正値解の存在は近年活発に研究されている [1, 4, 6, 7]. 特に, V1(x), V2(x)

が正定数のときはよく研究されており, 次が成り立つ: 正定数 0 < β1 < β2 が存在し, β ∈
[0, β1) ∪ (β2,∞) ならば (E)は正値解を持つ. また, Vj(x) が x に依存するときも, Vj(x) に対す
るさまざまな条件の下で (E)の正値解が得られている. 一方, (E)の正値解に対する研究はほと
んどなく, ここでは β > 0 をパラメータとしたとき, (E)の正値解の一意性について考える．
以下, Vj(x) は次の条件を満たすとする．

(V1) Vj(x) = Vj(|x|) = Vj(r), Vj ∈ C2([0,∞)).

(V2) 0 < inf Vj(r) ≤ sup Vj(r) < ∞.

(V3) V ′
j (r) ≥ 0 for all r ≥ 0.

(V4) N = 3 のときは次を仮定する:

inf
r>0

{
V ′′(r)r2 +

13

3
V ′(r)r +

8

3
V (r)

}
> 0.

注意 1.1. (i) Vj(x) ≡ const. > 0 の場合, 上の条件 (V1)–(V4)は満たされる．
(ii) Busca–Sirakov[2]により, 条件 (V1)–(V3)と β > 0 の下，(E)の正値解は球対称関数になる
ことが知られている: u(x) = u(|x|) = (u1(|x|), u2(|x|)).

2 主結果

上の条件 (V1)–(V4)の下，次の定理が成り立つ:

定理 2.1. Vj(x) が (V1)–(V4)を満たすとする. このとき, ある β0 > 0 が存在して, β ∈ [0, β0)
であれば (E)の正値球対称解は一意的である.

注意 1.1により，次の系が成り立つ.

系 2.2. V1(x), V2(x) を正定数とする. このとき, β ∈ [0, β0) であれば (E)の正値解は平行移動
を除いて一意的である.

1



注意 2.3. (i) Wei–Yao[8]により系 2.2と同様の結果が得られている.
(ii) (E)の一意性は任意の β > 0については成り立たない. 次の例は [6]による．V1(x) = V2(x) =
1, µ1 = µ2 = β = 1 とし, ω を

−∆ω + ω = ω3 in RN

の一意正値球対称解とする．このとき, 任意の θ ∈ (0, π/2) に対して u = (ω cos θ, ω sin θ) は
(E)の正値球対称解.

3 証明の概略

定理 2.1の証明を次の 4つの段階に分ける:
Step 1 (E)の正値解のアプリオリ評価
Step 2 |x| → ∞ としたときの正値解の一様減衰評価
Step 3 β = 0 としたときの (E)の球対称正値解の一意性と非退化性
Step 4 陰関数定理の適用

Step 1では, パラメータ β が区間 [0, β0] を動くとき, (E)の正値解の一様 L∞ 評価を導く．
証明方法はBrow-up argument と Gidas[3]による結果を使う. Step 2では，Step 1と同じくパ
ラメータ β が区間 [0, β0] を動くとき, 正値解の一様指数減衰評価を導く. このとき, Step 1と
比較原理を用いる. Step 3では, β = 0 としたときの方程式{

−∆uj + Vj(x)uj = µju
3
j in RN ,

uj > 0, uj ∈ H1(RN)

の解の一意性と非退化性であることを示す. これはKabeya–Tanaka[5]で得られている. Step 4
で写像

Φ(β, u) = I ′
β(u),

Iβ(u) =
1

2

∫
RN

|∇u1|2 + |∇u2|2 + V1(x)u2
1 + V2(x)u2

2dx − 1

4

∫
RN

µ1u
4
1 + 2βu2

1u
2
2 + µ2u

4
2dx

に陰関数定理を適用して定理 2.1を得る.
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Penrose-Fife型の相転移モデルに対する可解性について
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1 導入

以下の問題 (P)について考える。

et − ∆α̃ = f, e = u + λ(w), α̃ ∈ α(u) in (0, T ) × Ω, (1.1)

wt + ∂ψt(w) + g(w) − α̃λ′(w) ∋ 0 in (0, T ) × Ω, (1.2)

α̃ = h on (0, T ) × Γ, (1.3)

e(0) = e0, w(0) = w0 in Ω. (1.4)

ここで、ΩはRN (1 ≤ N ≤ 3) の有界領域で滑らかな境界 Γ = ∂Ωを持つものとする。f, hは
Ω上与えられた関数であり、α : R → Rは極大単調である。また ψtは L2(Ω)上の関数で、∂ψt

は ψtの劣微分を表す。また g ∈ C1(R)、λ ∈ C2(R) である。一般に Hilbert空間H において
A : H → Hが極大単調であるとは

A :単調 かつR(I + A) = H (I : H → H恒等作用素)

を満たすことであり、また適正下半連続凸関数 ϕ : H → [−∞,∞]に対して ∂ϕ : H → Hを

∂ϕ(z) := {z∗ ∈ H : (z∗, v − z)H ≤ ϕ(v) − ϕ(z), ∀v ∈ H}

と定義し、∂ϕを ϕの劣微分と呼ぶ。
この問題は、熱の作用を考慮した相転移モデル (具体的には水から氷への変化、またはその

逆の変化)の数学的な一般化であり、元々のモデルは 1990年にO.PenroseとP.C.Fifeによって
提案された。物理的に e, w, uはそれぞれ内部エネルギー、オーダーパラメータ、絶対温度であ
る。オーダーパラメータは系内の秩序状態を表す変数であり、具体的にはw = 0で固体、w = 1
で液体とし、

0 ≤ w ≤ 1

の範囲で表す。この問題は秩序非保存系に属し、相転移の一つである相分離現象は秩序保存系
に属する。元々の問題では

α(u) = −1

u
(u > 0), ∂ψt(w) = −κ∆w

である。ここで κ > 0である。
まず (1.1)式はエネルギー保存則から導き出される方程式であり、特に∇( 1

u
)は熱流を表し、

内部エネルギーの空間的移動を起こすものである。(1.2)式はギンツブルグ-ランダウ型の自由
エネルギーを元にして、非平衡系の緩和の考え方に沿って導出される方程式である。gは二重
井戸型のポテンシャルを表し、特に g(w) − ( 1

u
)λ′(w)は熱の作用が相の生成や平衡状態に影響

することを表している。また κは二つの相が変化する境界の厚さを表す。固体固体間の相転移
では、質量保存則によって (1.2)式は 4階の方程式になることが知られている。(1.2)式は温度
一定の下で、二つの臨界温度があり、したがって三つの定常状態の存在知られているが、温度
一定ではない場合のダイナミクスを解析するため多くの数学者がこの問題の数学的考察を行っ
ている。先行研究では、

∂ψt(w) = −κ∆w + ∂I[0,1]w
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などが扱われている。ここで

I[0,1](z) =

{
0 z ∈ [0, 1]

+∞ otherwise

である。元々のモデルでは w < 0, w > 1の状態を考えられるため、wの値を [0, 1]に制限する
ために自由エネルギーとして I[0,1]を導入した特別なものを用いて考えられた。今回はその数学
的な一般化として

∂ψt(w) = −κ∆w + ∂I[σ∗(t), σ∗(t)]w

のような時間に依存した区間 (または集合)を考え、(1.4)と (1.5)の条件下での問題 (P)の解の
存在と一意性に対する結果を報告する。以下に主結果を述べる。

2 主結果

以下の定理が成立する.

定理 2.1. There exists a unique solution of (P) (e, w) : [0, T ] → H−1(Ω)×L2(Ω) such that the
following items are satisfied :

(a) e ∈ W 1,2(0, T ; H−1(Ω)) ∩ L∞(0, T ; L2(Ω)), sup0≤t≤T

∫
Ω

α̂(u(t))dx < +∞ and
w ∈ W 1,2(0, T ; L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ; H1(Ω)).

(b) There exists α̃ ∈ L2(0, T ; H1(Ω)) such that α̃ ∈ α(u) a.e. in (0, T ) × Ω and the following
evolution equation holds:

e′(t) + F (α̃(t) − h(t)) = f(t) + ∆h(t) in H−1(Ω) for a.e. t ∈ (0, T ).

(c) The following evolution equation holds:

w′(t) + ∂ψt(w(t)) + g(w(t)) − α̃(t)λ′(w(t)) ∋ 0 in L2(Ω) for a.e. t ∈ (0, T ).

(d) e(0) = e0 and w(0) = w0.

ここでF はH1
0 (Ω)からH−1(Ω)(= {H1

0 (Ω)}∗) への共役写像である。またこの問題に対する
抽象的な発展方程式とその結果についても紹介したいと考えている。
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半空間における非線形境界条件付き
熱方程式の大域解の分類
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次の非線形境界条件付き熱方程式の初期境界値問題を考える;
∂tu = ∆u, x ∈ Ω, t > 0,

∂νu = up, x ∈ ∂Ω, t > 0,

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Ω.

(1)

ここでΩ = {x = (x′, xN) ∈ RN : xN > 0}, N ≥ 2, ∂t = ∂/∂t, ∂ν = −∂/∂xN とし,

φ ∈ X ≡
{

f ∈ L∞(Ω) ∩ L2
(
Ω, e|x|

2/4dx
)

: f ≥ 0 in Ω
}

, (2)

1 + 1/N < p, (N − 2)p < N (3)

を仮定する.
非線形放物型問題の正値解の大域挙動についてはこれまでも様々な手法により多くの研究

が行われてきた. その中でも全空間の半線形熱方程式

∂tu = ∆u + up in RN × (0,∞), u(x, 0) = λφ ≥ 0 in RN (4)

の正値解に対してKawanago [3] (c.f. Kavian [1]) は次の結果を得ている.

命題 1. λ > 0, φ ∈ L∞(RN) ∩ L2(RN , e|x|
2/4dx), p > 1 + 2/N , (N − 2)p < N + 2とする. この

とき次を満たす λ∗ > 0が存在する:
(i) λ > λ∗ならば, (4)の解 uは有限時間で爆発する;

(ii) λ = λ∗ならば, (4)の解 uは時間大域解で, ‖u(t)‖L∞(RN ) ³ t−
1

p−1 as t → ∞;

(iii) 0 < λ < λ∗ならば, (4)の解 uは時間大域解で, ‖u(t)‖L∞(RN ) ³ t−
N
2 as t → ∞.

本講演では非線形境界値問題 (1)の正値解に対して命題 1と同様の結果を得ることを目標と
する. 得られた結果を紹介する前に解の定義を以下で与える.

定義 1. 任意の τ > 0に対して, Ω × [0, τ)上で定義された関数 uが (1) の解であるとは,

u ∈ C(Ω × (0, τ)) ∩ L∞(0, σ : L∞(Ω)), 0 < σ < τ

であり, 任意の (x, t) ∈ Ω × (0, τ)で

u(x, t) =

∫
Ω

G(x, t, y)φ(y)dy +

∫ t

0

∫
∂Ω

G(x, y, t − s)up(y, s)dσyds

を満たすことである. ここで

G(x, y, t) = (4πt)−
N
2

[
exp

(
−|x − y|2

4t

)
+ exp

(
−|x − y∗|2

4t

)]
, x, y ∈ Ω, t > 0

である. また y = (y′, yN) ∈ Ωに対して y∗ = (y′,−yN)である.
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問題 (1)に対して初期値がφ ∈ L∞(Ω)ならば,問題 (1)は古典的な一意解を持つことがわかる.
さらに (1)の解 uの最大存在時刻 TM(φ)が有限であるとき, lim supt→TM (φ)−0 ‖u(t)‖L∞(Ω) = ∞
が成立し, この TM(φ)を blow-up time と呼ぶ. 以後, 簡単のため ‖ · ‖p = ‖ · ‖Lp(Ω)とする. Xの
ノルムを ‖ · ‖X ≡ ‖ · ‖∞ + ‖ · ‖L2(Ω,e|x|2/4dx) とし,

K = {φ ∈ X ; TM(φ) = ∞} , B = X \ K = {φ ∈ X ; TM(φ) < ∞} ,

Int (K) を X 上の K の内部, ∂K を X 上の K の境界とする. また解 uのエネルギー汎関数
F [u](t)を

F [u](t) =
1

2

∫
Ω

|∇u|2dx − 1

p + 1

∫
∂Ω

up+1dσ

と定める.
このとき次の結果が得られる.

定理 1. (2)と (3)の仮定の下で問題 (1)を考える. このとき集合Kは 0 ∈ Int (K)となるX上
の非有界な閉凸集合である. さらに初期値を φ = λϕとおくと, 任意の ϕ ∈ X \ {0}に対して,
ある定数 λϕが存在して,

λϕ ∈


Int (K) if λ ∈ (0, λϕ),
∂K if λ = λϕ,
B if λ > λϕ

を満たす. さらに次が成立する:
(i) φ ∈ Int(K) \ {0}ならば, 任意の q ∈ [1,∞]に対して,

‖u(t)‖q ³ t−
N
2

(1− 1
q
) as t → ∞

が成立する. さらに極限

c∗ = 2 lim
t→∞

∫
Ω

u(x, t)dx = 2

(∫
Ω

φ(x)dx +

∫ ∞

0

∫
∂Ω

up(x, t)dσdt

)
が存在して,

t
N
2

(1− 1
q
)‖u(t) − c∗g(t)‖q ≤ Ct−

1
2 + Ct−

N
2

(p−1− 1
N

), t ≥ 1.

ここでCは正定数, g(x, t) = (4πt)−N/2 exp(−|x|2/4t);
(ii) φ ∈ ∂Kならば, ‖u(t)‖∞ ³ t−1/2(p−1) as t → ∞ ;
(iii) φ ∈ Bならば, limt→TM (φ)−0 F [u](t) = −∞ が成立する.
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Let Ω ⊂ RN (N ∈ {1, 2, 3}) be a bounded domain with smooth boundary,
and let R+ := {t ∈ R; t > 0} and N := {1, 2, . . .}. In this article we study the
asymptotic behavior of solutions to the shadow reaction-diffusion system

ut = ∆u + f(u) − αξ in Ω × R+, τξt = γ(u) − βξ in R+, (SS)

∂νu = 0 on ∂Ω × R+ and (u(x, 0), ξ(0)) = (u0(x), ξ0)

and its reduced system obtained by letting τ = 0 in (SS)

ut = ∆u + f(u) − αξ in Ω × R+, 0 = γ(u) − βξ in R+, (RE)

∂νu = 0 on ∂Ω × R+ and u(x, 0) = u0(x).

Here α, β, τ are positive constants, γ(u) :=
∫
Ω

u(x, t)dx, and ∂ν denotes the
outer normal derivative on ∂Ω.

We assume that f satisfies the following (A1) or (A2):

f(u) := a0u(u − a1)(a2 − u), where a0 > 0 and a1, a2 ∈ R, and

|Ω|
π

√
α|Ω|
β

̸∈ N,

 (A1)

f ∈ C5, and there are p > 1, C0 > 0, and C1 > 0 such that

f(u)

{
≤ C0 − C1u

p if u ≥ 0;
≥ −C0 + C1|u|p if u ≤ 0.

 (A2)

Note that if (A1) holds, then (A2) holds.

∗Email: miyamoto@math.titech.ac.jp
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Let ⟨ · , · ⟩ denote the L2-inner product, and let X := H2
N × R. We see that

(SS) (resp. (RE)) has a unique solution in C0([0, +∞), X) (resp. C0([0, +∞),H2
N )).

Therefore, (SS) (resp. (RE)) generates a global semiflow in X (resp. H2
N ). By

Φτ (t)(u0, ξ0) (resp. Ψ(t)u0) we denote the semiflow generated by (SS) (resp.
(RE)). We denote the set consisting of all the equilibrium points of Φτ (t) (resp.
Ψ(t)) by E(SS) (resp. E(RE)).

We say that ū(∈ H2
N ) is an exponentially asymptotically stable steady state of

Ψ(t) if ū ∈ E(RE) and if supλ∈σ(L0
ū) Re(λ) < 0, where L0

ū denotes the linearized
operator of (RE) at ū and σ(L0

ū) denotes the spectral set.

Theorem A. Suppose that N = 1 and that (A1) holds.
( i ) Let τ∗ := β2/(α|Ω|). If τ ∈ (0, τ∗), then the ω-limit set of (u0, ξ0) ∈ H2

N ×R
for Φτ (t), ωΦτ ((u0, ξ0)), is a singleton.
(ii) The ω-limit set of u0 ∈ H2

N for Ψ(t), ωΨ(u0), is a singleton.

The assumptions of N = 1 and (A1) come from the difficulty in proving the
non-degeneracy of the solutions to a scalar elliptic equation.

We see that (SS) (resp. (RE)) is a gradient-like system, namely, the ω-limit
set of any precompact orbit belongs to E(SS) (resp. E(RE)). Therefore, this
theorem means that every orbit Φτ (t)(u0, ξ0) (resp. Ψ(t)u0) converges to one of
the equilibrium points of (SS) (resp. (RE)) provided that all the assumptions
in Theorem A are satisfied.

We define an injective mapping Γ from H2
N to X by

Γu :=
(

u,
1
β

γ(u)
)

.

The functional space to which Φτ (t)(u0, ξ0) belongs is different from one to
which Ψ(t)u0 belongs. However, using the mapping Γ, we can measure the
distance in X between Φτ (t)(u0, ξ0) and ΓΨ(t)u0 and show the closeness of the
two orbits.

The second result is

Theorem B. Suppose that N ∈ {1, 2, 3} and that (A2) holds. Let u0 ∈ H2
N .

Suppose that ωΨ(u0) is an exponentially asymptotically stable steady state. For
any ξ0 ∈ R, ε > 0, and t0 > 0, there is τ0 > 0 such that if τ ∈ (0, τ0), then

ωΦτ ((u0, ξ0)) = ΓωΨ(u0),

sup
t>t0

∥Φτ (t)(u0, ξ0) − ΓΨ(t)u0∥X < ε,

and ωΦτ ((u0, ξ0)) is an exponentially asymptotically stable steady state.
In particular, for u0 ∈ H2

N , there is τ1 > 0 such that if τ ∈ (0, τ1), then

ωΦτ (Γu0) = ΓωΨ(u0).
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Global Existence and Asymptotic Behavior

of Solutions for Quasi-linear Dissipative

Plate Equation

Y. Liu (劉 永琴), S. Kawashima (川島 秀一)

Faculty of Mathematics, Kyushu University

In this paper we consider the initial value problem of the following quasi-
linear dissipative plate equation in multi-dimensional space Rn with n ≥ 2:

utt −∆utt +
n∑

i,j=1

bij(∂2
xu)xixj

+ ut = 0. (1)

The initial data are given as

u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x). (2)

Here u = u(x, t) is the unknown function of x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn and
t > 0, and represents the transversal displacement of the plate at the point
x and the time t. Also, bij = bij(V ) are smooth functions of V = (Vij) ∈ Sn

satisfying the following structural conditions, where Sn denotes the totality
of n× n real symmetric matrices:

[A1] There exists φ = φ(V ) such that bij(V ) = (∂φ/∂Vij)(V ).

[A2]
∑

ij

∑
αβ bij

αβ(O)ωiωjωαωβ > 0 for ω = (ω1, · · · , ωn) ∈ Sn−1.

Here we put

bij
αβ(V ) =

∂bij

∂Vαβ

(V ) =
∂2φ

∂Vij∂Vαβ

(V ), i, j, α, β = 1, · · · , n.

For simplicity we consider the case where the functions bij
αβ(V ) verify bij

αβ(O) =
δijδαβ.

The equation (1) has the decay property of regularity-loss type, which is
indicated by the exponent σ(k, n) = max{σ0(k), σ1(k, n)}, where

σ0(k) = k + [k+1
2

], σ1(k, n) = k + [n+2k−1
4

].

For n ≥ 2, we define s(n) by

s(n) =





8, n = 2,
6, n = 3,

3[n
4
] + 5, n ≥ 4,

which indicates the regularity of the initial data.



Theorem 1. Suppose that the conditions [A1] and bij
αβ(O) = δijδαβ are

satisfied; the latter implies [A2]. Let n ≥ 2 and s ≥ s(n). Assume that
u0 ∈ Hs+1(Rn) ∩ L1(Rn) and u1 ∈ Hs(Rn) ∩ L1(Rn), and put

E1 := ‖u0‖Hs+1 + ‖u1‖Hs + ‖(u0, u1)‖L1 .

Then if E1 is suitably small, then the problem (1), (2) has a unique global
solution u(x, t) satisfying the following optimal decay estimates:

‖∂k
xu(t)‖Hs−1−σ(k,n) ≤ CE1(1 + t)−

n
8
− k

4

for k with σ(k, n) ≤ s− 1, and

‖∂k
xut(t)‖Hs−4−σ(k,n) ≤ CE1(1 + t)−

n
8
− k

4
−1

for k with σ(k, n) ≤ s− 4.

Theorem 2. Suppose that [A1] and bij
αβ(O) = δijδαβ are satisfied. Let n ≥ 2

and s ≥ s(n). Assume that u0 ∈ Hs+1(Rn) ∩ L1
1(Rn) and u1 ∈ Hs(Rn) ∩

L1
1(Rn), and put

E2 := ‖u0‖Hs+1 + ‖u1‖Hs + ‖(u0, u1)‖L1
1
.

Let u(x, t) be the global solution to the problem (1), (2) which is constructed
in Theorem 1. Then we have the following asymptotic relations:

‖∂k
x{u(t)−MG0(t + 1)}‖Hs−2−σ(k,n) ≤ CE2(1 + t)−

n
8
− k+1

4

for k with σ(k, n) ≤ s− 2, and

‖∂k
x∂t{u(t)−MG0(t + 1)}‖Hs−6−σ(k,n) ≤ CE2(1 + t)−

n
8
− k+5

4

for k with σ(k, n) ≤ s − 6. Here M is a constant given by M =
∫
Rn(u0 +

u1)(x)dx, and G0(x, t) = F−1[e−|ξ|
4t](x) is the fundamental solution to the

fourth-order parabolic equation ut + ∆2u = 0.



シュレディンガー方程式の解の平滑化効果について

中村 能久 (なかむら よしひさ)

熊本大学大学院 自然科学研究科 情報電気電子工学専攻 応用数理講座

(熊本大学 工学部 数理工学科)

E-mail: yoshin45@kumamoto-u.ac.jp

1 導入

自由シュレディンガー群 U(t) = eit∆ に対して積分作用素

Gf(t) =

∫ t

0

U(t − s)f(s) ds, t ∈ R

を定義する. 適当な関数空間に属する関数 φ, f に対して u(t) = U(t)φ, v(t) = −iGf(t) はそれ
ぞれ {

i∂tu + ∆u = 0, (t, x) ∈ R × Rn,

u(0, x) = φ(x), x ∈ Rn,
(1){

i∂tv + ∆v = f, (t, x) ∈ R × Rn,

v(0, x) = 0, x ∈ Rn,
(2)

の解であることに注意する. n は空間次元である.
次のような u, v の平滑化効果に関する結果がよく知られている.

命題 1.1 (Stricharz 評価, [10, 2, 12, 4, 6], etc.). (i) ある定数 C = C(q, n) > 0 が存在して

‖Uφ‖Lr(R;Lq(Rn)) ≤ C‖φ‖2

が成り立つ. ここで (q, r) は許容対 (admissible pair) と呼ばれる次を満たす実数の組で
ある.

1

q
+

2

nr
=

1

2
, 2 ≤ q ≤ n

n − 2
.

(ii) ある定数 C = C(q1, q2, n) > 0 が存在して

‖Gf‖Lr1 (I;Lq1(Rn) ≤ C‖f‖
Lr′2 (I;Lq′2 (Rn))

が成り立つ. ここで (qi, ri), i = 1, 2 は許容対, また
1

qi

+
1

q′i
= 1 である. I = [0, T ] は区

間である.

命題 1.2 (Kato-smoothing, [9, 11, 1, 5], etc.). (i) ある定数 C = C(n) > 0 が存在して

‖ϕUφ‖L2(I;H1/2(Rn)) ≤ C‖φ‖2

が成り立つ. ここで ϕ(x) = 〈x〉−1/2−ε, ε > 0, 〈x〉 =
√

1 + |x|2. また I = [0, T ] は任意の
有界区間である.

(ii) ある定数 C = C(n) > 0 が存在して

‖ϕGf‖L2(I;H1/2(Rn)) ≤ C‖f‖L1(I;L2(Rn))

が成り立つ. I = [0, T ] は有界な区間である.

注意 1.3. 命題 1.1 および 1.2 はシュレディンガー方程式の局所可解性を論じる際に非常に重
要な役割を果たす (波動方程式など他の方程式に対しても同様な評価が存在する). また命題 1.2
は分散型方程式に共通の性質で, [3] において KdV 方程式の解に対して得られた評価に端を発
する ([8] 参照).
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2 主結果

次の非線形シュレディンガー方程式を考える.{
i∂tu + ∆u = λ|u|p−1u, (t, x) ∈ R × Rn,

u(0, x) = u0(x), x ∈ Rn,
(NLS)

ただし λ > 0, 1 < p < ∞.
以下の解の正則性に関する定理が成立する.

定理 2.1 ([1, 7], etc.). u0 ∈ H1(R) を仮定する. 空間次元 1 ≤ n ≤ 6 に対しては 1 < p < p∗(n)

を, 空間次元 n ≥ 7 に対しては 1 < p ≤ 1 +
2

n − 4
を仮定する. ただし p∗(n) = ∞ (n = 1, 2), =

1 +
4

n − 2
(n ≥ 3). このとき u ∈ C(R; H1(Rn)) を (NLS) の解とすると, 任意の T > 0 に対し

て ϕu ∈ L2(0, T ; H3/2(Rn)) が成立する.
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連立非線形消散型波動方程式の時間大域解の臨界指数について

竹田 寛志 (たけだ ひろし)

東北大学大学院 理学研究科 数学専攻

E-mail: sa5m20@math.tohoku.ac.jp

1 導入

次の連立非線形消散型波動方程式の初期値問題；




∂2uj

∂t2
−∆uj +

∂uj

∂t
=

m∏

k=1

|uk|pj,k , t > 0, x ∈ Rn (1 ≤ j ≤ m),

uj(0, x) = aj(x), ∂tuj(0, x) = bj(x), x ∈ Rn (1 ≤ j ≤ m)

(1)

について考える. ここで, 連立系の成分の個数mをm ≥ 2とし, 非線形項の冪は pj,k ≥ 1または
pj,k = 0 (j, k = 1, 2, · · · , m)を満たすものとする. 連立系 (1) の非線形項の冪 {pj,k}m

j,k=1 の変化
に応じた, 解の大域的挙動の変化を考察する.
小さい時間大域解の存在, 非存在を分類する非線形項の冪の閾値 (臨界指数) を求めることは,

Fujita型の非線形偏微分方程式において基本的な問題である. 非線形消散型波動方程式；




∂2u

∂t2
−∆u +

∂u

∂t
= |u|p, t > 0, x ∈ Rn,

u(0, x) = a(x), ∂tu(0, x) = b(x), x ∈ Rn

は, p = 1 + 2
n
を境に時間大域解の存在, 非存在が異なる; すなわち p ≤ 1 + 2

n
ならば解は有

限時間爆発し, p > 1 + 2
n
のとき, 時間大域解が存在する ([5], [7]). 一方, 連立系 (1)もm = 2,

p1,1 = p2,2 = 0, p1,2 > 1, p2,1 > 1の場合にも, その臨界指数が得られている ([3]).

2 主結果

主結果を述べるための記法を導入する.
記法.非線形項の冪 pj,kで与えられるm次正方行列P , m次単位行列Emを以下のように定める:

P =




p1,1 p1,2 . . . p1,m

p2,1 p2,2 . . . p2,m
...

...
. . .

...
pm,1 pm,2 . . . pm,m


 , Em =




1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . 1


 .

ベクトル ~α = t(α1, α2, · · ·αm) ∈ Rmを, 連立方程式

(P − Em)~α = t(1, 1, · · · 1)

の根とする. このとき, 単独方程式や, m = 2の連立系 (1)に対する結果 ([3]) を包含する, 以下
の結果を得た.

定理 2.1 ([1]). 空間変数の次元をn = 1, 2, 3とする. 十分小さい初期データ (aj, bj) ∈ W 1,1(Rn)∩
W 1,∞(Rn)× L1(Rn) ∩ L∞(Rn) (1 ≤ j ≤ m) に対して, 非線形項の冪が

det(P − E) 6= 0,
m∑

k=1

pj,k > 1 (1 ≤ j ≤ m),

0 < αj <
n

2
(1 ≤ j ≤ m)

1



を満たせば, 初期値問題 (1)は一意的な時間大域解

uj(t) ∈ C([0,∞); L1(Rn) ∩ L∞(Rn)) (1 ≤ j ≤ m)

を持つ.

定理 2.1における ~αの仮定が成立しない場合には, 時間大域解が存在しない連立系が存在す
る; 例えば次の連立非線形消散型波動方程式系を考える.





∂2u1

∂t2
−∆u1 +

∂u1

∂t
= |um|p1 , t > 0, x ∈ Rn,

∂2u2

∂t2
−∆u2 +

∂u2

∂t
= |u1|p2 , t > 0, x ∈ Rn,

...

∂2um

∂t2
−∆um +

∂um

∂t
= |um−1|pm , t > 0, x ∈ Rn,

uj(0, x) = aj(x),
∂uj

∂t
(0, x) = bj(x), x ∈ Rn (1 ≤ j ≤ m).

(2)

定理 2.2 ([4]). 空間変数の次元を n ≥ 1とする. max
1≤j≤m

αj = αj0 とおくとき, 初期データ

(aj, bj) ∈ W 1,1(Rn) ∩W 1,∞(Rn)× L1(Rn) ∩ L∞(Rn) (1 ≤ j ≤ m) が,

∫

Rn

aj(x)dx ≥ 0,

∫

Rn

bj(x)dx ≥ 0 (1 ≤ j ≤ m),
∫

Rn

aj0−1(x)dx > 0 または
∫

Rn

bj0−1(x)dx > 0

を満たし, 非線形項の冪に対しては pj > 1 (1 ≤ j ≤ m),

αj0

(
= max

1≤j≤m
αj

)
≥ n

2

が成り立つとき, {uj(t)}m
j=1: 初期値問題 (2) の解は, 有限時間で爆発する.

注意. 定理 2.1 と定理 2.2では対応する非線形熱方程式系の結果 [2], [6]における初期データ
の非負値性の仮定は必要としない.
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Well-posedness for the fifth order KdV equation

名古屋大学大学院　多元数理研究科　加藤孝盛

次の KdV階層のひとつである 5次 KdV方程式の初期値問題を考える.
{

∂tu− ∂5
xu− 10∂x(u3) + 5∂x(∂xu)2 + 10∂x(u∂2

xu) = 0 in (0, T )× R
u(0, x) = u0(x)

(1)

この方程式は完全可積分系であり, 初期値を滑らかな S(R)に与えれば逆散乱法から (1)の時間大

域解が存在することがいえる. しかし初期値を与える空間の正則性がある程度低い場合, この手法

を適用するのは難しい. よって我々は, 非線型偏微分方程式の手法を用いてより低い正則性の空

間に初期値を与え, (1) の時間局所的適切性 (LWP) を導くことを目的とする. この問題に関連す

る既存の結果としては, S. Kwon [2]が通常の Sobolev空間 Hs に初期値を与え, コンパクト性を

用いることにより s > 5
2 で (1)の LWPを導いた. また C. E. Kenig, G. Ponce and L. Vega [1]

は, 十分滑らかでありかつ遠方で多項式オーダーで減衰する空間に初期値を与え, 高次 KdV 方程

式を含む高次分散型非線型方程式の LWP を導いた. この方程式は, 強い特異性を持つ 2 次の非

線型項 ∂x(u∂2
xu)を含むため反復法 (Picardの逐次近似法)を利用することができない. 詳細には

iteration stepの第 2項が発散してしまう. これは解の低周波部分に原因がある. そこで, 初期値を

与える空間を Hs,a := {u ∈ S ′(R); ‖u‖Hs,a := ‖〈ξ〉s−a|ξ|aû(ξ)‖L2 < ∞}, (a < 0)に修正する. こ

のことにより反復法を適用することが可能になり, 本質的により低い正則性で (1)の LWPが得ら

れた. 一方, s, aが次の条件を満たしていなければ, iteration stepの第 2項あるいは第 3項が発散

することが示せる.

s ≤ −1
4
, s ≥ −2a− 2 かつ − 3

2
< a ≤ −1

4
(2)

それゆえ, s, aが条件 (2)をみたしているとき Hs,a において (1)の LWPが成立することを示す.

この問題において最も重要なのは, ∂x(u∂2
xu)に対する次の双線型評価である.

‖〈τ − ξ5〉−1ξf ∗ (ξ2g)‖X̂s,a,b ≤ C‖f‖X̂s,a,b‖g‖X̂s,a,b . (3)

ここで X̂s,a,b は Hs,a に対応する Bourgain空間で次で定義される.

X̂s,a,b := {f ∈ S ′(R2) : ‖f‖X̂s,a,b := ‖〈ξ〉s−a|ξ|a〈τ − ξ5〉bf‖L2
ξ,τ

< ∞}.

(2)の条件の下で LWPを導くには X̂s,a,b ノルムの重みを非線型項の特徴を捉え, 部分的に付けか

える必要がある. そこで, 双線型評価 (3)の反例を考察する. X̂s,a,b では微分の損失を回復するこ

とができない部分は, High-High-Low interactionと High-High-High interactionであり, それら
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の領域での重みを修正する. まず High-High-Low interaction の部分では (3) の左辺が大きくな

り, (2)の条件の下では (3)が成立しないことがわかる. そのため低周波部分 {|ξ| ≤ 1}のノルムを
重みが小さい ‖f‖Ŷ a := ‖|ξ|a〈τ − ξ5〉 3

8−εf‖L2
ξ,τ

, (0 < ε ¿ 1)と修正する. また High-High-High

interactionの部分では, b = 1
2 とすると端点 s = − 1

4 において log オーダーで発散してしまい (3)

が成立しない. それを回避するため, 高周波部分 {|ξ| ≥ 1}のノルムを次のように Besov化する.

‖f‖X̂s :=
∥∥∥
{‖〈ξ〉s〈τ − ξ5〉 1

2 f‖L2
ξ,τ (Aj∩Bk)

}
j≥1, k≥0

∥∥∥
l2j l1k

ここで Aj , Bk は次のように定めた.

Aj := {(ξ, τ) ∈ R2; 2j ≤ 〈ξ〉 < 2j+1} , Bk := {(ξ, τ) ∈ R2; 2k ≤ 〈τ − ξ5〉 < 2k+1}.

fh(ξ) := f(ξ)||ξ|≥1, fl(ξ) := f(ξ)||ξ|≤1 とし, 関数空間を次のように設定する.

Ẑs,a := {f ∈ S ′(R2); ‖f‖Ẑs,a := ‖fh‖X̂s + ‖fl‖Ŷ a + ‖|ξ|afl‖L2
ξL1

τ
< ∞}

この関数空間を利用すれば, (2)の条件の下で次の双線型評価が成立する.

‖〈τ − ξ5〉−1ξf ∗ (ξ2g)‖Ẑs,a ≤ C‖f‖Ẑs,a‖g‖Ẑs,a

3次の非線型項 ∂x(u)3 は [k, Z]-multiplier norm methodを用いることで (2)の条件の下で多重線

型評価が得られる. これらの事実から Fourier制限ノルム法の基礎的な理論を用いることで, 最良

の結果である次の主定理が得られる.

Theorem 1. s, aが s ≥ − 1
4 , s ≥ −2a− 2かつ − 3

2 < a ≤ − 1
4 を満たすとき, (1)の LWPが成

立する.

更にアプリオリ評価を計算することにより次のような時間大域的な結果が得られた.

Thorem 2. s, aが s ≥ 1, − 1
2 ≤ a ≤ − 1

4 を満たしているとき Hs,a において (1)の時間大域的

適切性が成立する.

Lemma 3. − 1
2 ≤ a ≤ − 1

4 のとき, ある T = T (‖u0‖H1,a)と C > 0が存在して次の評価が成立

する.

sup
t∈[0,T ]

(
‖u(t)‖2H1(R) + ‖u(t)‖2

Ḣa(R)

)
≤ C

(
‖u0‖2Ḣa(R)

+ 〈‖u0‖
10
3

H1(R)〉+ T 〈‖u0‖
13
3

H1(R)〉
)
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非局所的移流項を持つ強退化拡散方程式系の可解性

渡邉　紘

中央大学大学院理工学研究科

E-mail: s17006@gug.math.chuo-u.ac.jp

本講演では、以下のような非局所的移流項を持つ非線形強退化拡散方程式系 (S)に対する初
期値境界値問題を考える。各 i = 1, · · · ,M に対して、

(S)





(ui)t +∇ · Ai(x, t, P (t), ui) + Bi(x, t, P (t), u) = ∆βi(ui), (x, t) ∈ Ωi × (0, T ),

∂βi(ui)

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ωi × (0, T ),

ui(x, 0) = ui0(x), ui0 ∈ L∞(Ωi) ∩BV (Ωi),

P (t) = (P1(t), · · · , PM(t)), Pi(t) =

∫

Ωi

wi(x)ui(x, t)dx, wi ∈Lip(Ωi).

ここで、各 Ωiは RN 内の Lipschitz領域とする。∇ = (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xN), ∆ =
∑N

i=1 ∂2/∂x2
i

はRN の spatial nabla, Laplacianとして、[0,T] は固定された時間区間である。各Ai(x, t, ξ) =
(A1

i , ..., A
N
i )(x, t, ξ) を Ω × [0, T ] × R 上の RN 値の微分可能な関数として、 Bi(x, t, ξ) は Ω ×

[0, T ]×R上の実数値の微分可能な関数とする。右辺の関数 βiはR上単調増加で局所 Lipschitz
連続であると仮定する。またnは ∂Ωの単位法線を表す。各 βiに対する仮定から、β′i(ξ) = 0と
なる点の集合が正の測度を持つ場合が考えられる。この意味で (S)の各方程式は強退化型であ
ると云う。この種の方程式系は、粘性付き双曲型保存則、移流を伴う多孔性媒質流れ、Stefan
問題だけでなく、サイズに依存する個体数変動方程式にも適用できる形をしている ([2])。
本講演では、(S)に対する BV -エントロピー解の存在性について解説する。BV -エントロ

ピー解の定義は以下で与える。

Definition 1
各 i = 1, . . . , M に対し、ui0, ui ∈ L∞(Ωi) ∩ BV (Ωi)を取る。関数 u = (ui)iの各成分 uiが次の
二つの条件を満たすとき、uを (S)のBV -エントロピー解であると呼ぶ。

(1) ui ∈ C([0, T ]; L1(Ωi)), L1-limt↓0 ui(·, t) = ui0;

(2) ∇β(ui) ∈ L2(0, T ; L2(Ωi)
N), 各 ϕ ∈ D+(RN × (0, T )) と k ∈ R に対し、

∫ T

0

∫

Ωi

sgn(ui − k)[(ui − k)ϕt −∇βi(ui) · ∇ϕ + [Ai(x, t, P (t), ui)− Ai(x, t, P (t), k)] · ∇ϕ

−[Bi(x, t, P (t), ui) +∇ · Ai(x, t, P (t), k)]ϕ]dxdt

+

∫ T

0

∫

∂Ωi

sgn(Trui − k)[Ai(x, t, P (t), ui)− Ai(x, t, P (t), k)] · n(x)ϕdHN−1dt ≥ 0.

ここで TrはBV (Ω)のトレース作用素である。

エントロピー解は、S.N.Kruzkovにより導入され、一階の準線形保存型方程式の初期値問題に
対して二重変数法と呼ばれる巧みな方法を用いて一意性が証明された [3]。境界値問題について
は、C. Bardos, A. Y. Leroux and J. C. Nedelec [1]により、Dirichlet問題がBV の枠組みで取
り扱われた。我々は問題 (S)に対し、エントロピー解の概念を用いて上記のように解を定義し、
それをBV空間内で構成することを試みる。



これを示すために、以下の形の単独強退化移流拡散方程式に対する結果を用いる。

(IBV P )i





ut +∇ · Ai(x, t, u) + Bi(x, t, u) = ∆βi(u), (x, t) ∈ Ω× (0, T ),

∂βi(u)

∂n
(x, t) = 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0, T ),

u(x, 0) = u0(x), u0 ∈ L∞(Ω) ∩BV (Ω).

この種の方程式は、微粒子懸濁液の沈殿硬化過程を記述する数学モデルやfiltration問題、Stefan
問題などに適用できることが知られている。渡邉、大春 ([4], [5])は (IBVP)に対するBV -エン
トロピー解の一意存在性を証明した。特に、[4]ではBV -エントロピー解のL1の意味での初期
値への連続的依存性を証明した。ここではまず、初期値と非線形関数 Ai, Bi, βi, i = 1, 2 に対
する連続的依存性について以下の結果が得られたことを報告する。

Theorem 1
関数 u, vをそれぞれ u0, v0 ∈ L∞(Ω) ∩ BV (Ω)を初期関数とする (IBV P )1,(IBV P )2の一意な
BV -エントロピー解であるとする。このとき、つぎの不等式が得られる。

||u(·, t)− v(·, t)||L1(Ω) ≤ eα′t||u0 − v0||L1(Ω) + 2(
√

tC∗ + α′eα′tC∗∗)||
√

β′1 −
√

β′2||
1
2

L∞(I)

+
eα′t − 1

α′

[
sup

t∈(0,T ),ξ∈I

|A1(·, t, ξ)− A2(·, t, ξ)|BV (Ω) + sup
t∈(0,T ),ξ∈I

||B1(·, t, ξ)−B2(·, t, ξ)||L1(Ω)

+ sup
t∈(0,T )

|u(·, t)|BV (Ω) sup
t∈(0,T ),ξ∈I

|| ∂
∂ξ

A1(·, t, ξ)− ∂
∂ξ

A2(·, t, ξ)||L∞(Ω)

]
,

ここで I ⊂ Rは u, v が値をとる閉区間とし、 C∗ と C∗∗ は、supt |u(·, t)|BV , supt |v(·, t)|BV ,
supt,ξ |A1(·, t, ξ)|BV (Ω), supt,ξ || ∂

∂ξ
A2(·, t, ξ)||Lip(Ω), supt,ξ ||B2(·, t, ξ)||BV (Ω), ||

√
β′1||L∞(I), ||

√
β′2||L∞(I),

||√β′2 −
√

β′1||L∞(I)に依存する正定数である。さらに、α′ は − ∂
∂ξ

B(x, t, ξ) ≤ α′ を満たす正定
数であり、| · |BV は全変動を表す。

[5]の一意存在性の結果とTheorem 1の連続的依存性の結果、そして Schauderの不動点定理を
用いることにより、次の定理が証明される。

Theorem 2
各 i = 1, · · · ,M に対し、ui0 ∈ L∞(Ωi) ∩ BV (Ωi)を取る。このとき、(S)に対するBV -エント
ロピー解 u = (ui)iが存在する。
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熱水力学に現れる障害物問題の大域的アトラクターについて

深尾 武史 (ふかお たけし)

京都教育大学 教育学部 数学教室

E-mail: fukao@kyokyo-u.ac.jp

1 導入

　障害物問題は自然法則に基づいた微分方程式とは別に半強制的に解に制約がかかる問題であ
る. ここでは熱水力学に現れる微分方程式系を考え, 熱方程式に温度の制約条件として両側の障
害物を設定する状況をある変分不等式で記述し, これを発展方程式の枠組みで捉える. 解の存
在・一意性・連続依存性の結果と系の大域的アトラクターの存在を報告する. なお, 本研究は名
古屋工業大学の久保先生との共同研究である.

2 温度制御装置の付いた熱水力学の数理モデル

　−∞ < s < T < +∞, Ω ⊂ RN を有界領域とし (N = 2, 3) その境界 Γ := ∂Ωは十分滑らかと
する. ここでは熱水力学に現れる障害物のある問題 (P):= {(1)–(8)}を考察する:

ψ1 ≤ θ ≤ ψ2 in Q := (s, T ) × Ω, (1)

∂θ

∂t
+ v · ∇θ − κ∆θ = 0 in Q(θ) := {(t, x) ∈ Q;ψ1 < θ < ψ2}, (2)

∂θ

∂t
+ v · ∇θ − κ∆θ ≥ 0 in Q1(θ) := {(t, x) ∈ Q; θ = ψ1}, (3)

∂θ

∂t
+ v · ∇θ − κ∆θ ≤ 0 in Q2(θ) := {(t, x) ∈ Q; θ = ψ2}, (4)

∂v

∂t
+ (v · ∇)v − ν∆v = g(θ) −∇p in Q, (5)

divv = 0 in Q, (6)

θ = 0, v = 0 on Σ := (s, T ) × Γ, (7)

θ(s) = θ0, v(s) = v0 in Ω, (8)

ここで θ = θ(t, x)は温度, v := (v1(t, x), · · · , vN(t, x))は流速, そして p := p(t, x)は圧力,
κ, ν は正定数である. 問題 (P)は通常は移流項のある熱方程式 (2)と考えられるが, 最低温度
ψ1 := ψ1(t, x)と最高温度 ψ2 := ψ2(t, x)に関する (1)の制約を満たすよう, 領域Q1(θ)上では不
等式 (3)が, 領域Q2(θ)上では不等式 (4)として熱方程式を考える. これら領域は未知関数 θに依
存し, このような問題を自由境界問題と呼ぶことがある. g : R → RN , θ0 : Ω → R,v0 : Ω → RN

は与えられた関数で, それぞれ温度による浮力の近似項, 温度初期条件, 流速初期条件である. 熱
方程式と Navier-Stokes方程式の連立系を総称して Boussinesq系と呼ぶこともある. 熱方程式
が線形のBoussinesq系については, 解の存在と滑らかさ, 一意性の結果は森本 (1992)に, 大域的
アトラクターの結果はFoias, Manley, Temam (1987)にある. N = 2の場合に深尾, 久保 (2008),
(2009)では両側, 片側の障害物問題に対して問題 (P)を次の劣微分作用素を含む発展方程式に
帰着させ解の存在と一意性, 連続依存性の結果を得ている:

u′(t) − κ∆0u(t) +G(u(t), u(t)) + ∂IK(t)(u(t)) ∋ 0,

u′(t) + νAu(t) +B(u(t),u(t)) = g(u(t)).

ここでは Crauel, Debussche, Flandoli(1997), 伊藤, 剣持, 山崎 (2001)の時間依存大域アトラク
ターの抽象理論を参考にする.
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3 主結果

　H := L2(Ω), V := H1(Ω)とし, V ∗は V の共役空間とすると V ↪→H ↪→V ∗が成立する. また,
Navier-Stokes方程式の基礎空間としてDσ(Ω) := {u ∈ C∞

0 (Ω) := (C∞
0 (Ω))2; divu = 0 in Ω}

を用意し, H := L2
σ(Ω), V := H1

σ(Ω) とする. ここで L2
σ(Ω), H1

σ(Ω)はDσ(Ω)の, それぞれ
L2(Ω), H1(Ω)のノルムに対する閉包. このときV ↪→H ↪→V ∗が成立する. またHの閉凸集合
として

K(t) := {z ∈ H;ψ1(t) ≤ z ≤ ψ2(t) a.e. on Ω},

と定義する. ここでは以下の仮定を用意する.

(A1) ψi ∈ L2
loc(R;H2(Ω)) ∩ L∞(R;V ) ∩ L∞(R × Ω), ψ′

i ∈ L2(R;H) ∩ L1(R;H) (i = 1, 2)で
R × Ω上で ψ1 ≤ ψ2でR × Γ上で ψ1 ≤ 0 ≤ ψ2;

(A2) giは Lipschitz連続 (i = 1, · · · , N);

(A3) θ0 ∈ K(s), v0 ∈ H .

命題 3.1. N = 2とする. 仮定 (A1), (A2), (A3)の下, 問題 (P)の一意弱解が存在する.

　今後H := H×H , V := V ×V そしてK(s) := K(s)∩Hとおく. 命題 3.1により問題 (P)に対
して初期値 (θ0,v0) ∈ K(s)に解 (u(t),u(t))を対応させる解作用素 E(t, s) := {E1(t, s), E2(t, s)} :
K(s) → K(t)が定義でき, さらに以下を満たすことが分かる:

(E1) E(t2, s) = E(t2, t1) ◦ E(t1, s) for all s, t1, t2 with −∞ < s ≤ t1 ≤ t2 < +∞ ;

(E2) E(s, s) is identity;

(E3) If −∞ < sn ≤ tn < +∞, Zn ∈ K(sn) with sn → s, tn → t in R, Zn → Z in H as
n→ +∞. Then

E(tn, sn)Zn → E(t, s)Z in H as n→ +∞.

定義 3.2. ある集合A(t) ⊂ Hが以下の (T1), (T2)を満たすとき時間 tにおける時間依存大域ア
トラクターと呼ぶ:

(T1) A(t)はコンパクト集合で時間 tにおいて以下の意味で不変である:

E(τ, t0)A(t0) = A(τ) for all τ, t0 with τ ≥ t0 ≥ t;

(T2) A(t)は時間 tにおいて以下の意味ですべての有界集合 B ⊂ Hを引きつける:

dist(E(t, s)(B ∩ K(s)),A(t)) → 0 as s→ −∞,

すなわち, 任意の ε > 0に対してある sε,t ≤ tが存在して

inf
Z∈A(t)

|E(t, s)U − Z|H < ε for all s ≤ sε,t and U ∈ B ∩ K(s).

　以下の時間依存大域アトラクターの存在定理が成立する.

定理 3.3. N = 2とする. 仮定 (A1), (A2), (A3)の下, 連結で空でない集合の集合族 {A(t)}t∈R ⊂
Hが存在して, A(t)は問題 (P)の時間 tにおける時間依存大域アトラクターである.
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非斉次項をもつ特異拡散方程式の近似問題

黒田 紘敏 (くろだ ひろとし)

北海道大学大学院 理学研究院 数学部門

E-mail: kuro@math.sci.hokudai.ac.jp

1 導入

本研究は神奈川大学の山崎教昭先生との共同研究です．
ベクトル値関数 u : [0, T ] × [0, L] → RN を未知関数とし，次のような非斉次項をもつ特異

拡散方程式 
ut −

1

b(x)
div

(
a(x)

ux

|ux|

)
= 0, a.a. (t, x) ∈ (0, T ) × (0, L),

u(t, 0) = g0, u(t, L) = gL, a.a. t ∈ (0, T ),

u(0, x) = u0(x), a.a. x ∈ (0, L),

(1)

の近似問題について考察する．ここで，u0 は与えられた初期値とし，g0, gL ∈ RN は与えられ
た境界値で g0 ̸= gL とする．また，既知関数 a(x), b(x) は [0, L] で定義された正値連続関数と
する．この方程式は応用的にはノイズのある画像データの整形 [4]や結晶成長の様子を記述する
方程式として現れる．
問題 (1)の定式化のために記号を準備する．以下ではヒルベルト空間 H = L2(0, L; RN)b を

次の重みつき内積

⟨f, g⟩b =

∫ L

0

b(x)(f(x), g(x)) dx

を備えた L2(0, L; RN) とする．次に，汎関数 φ : H → (−∞, +∞] を

φ(v) =


∫ L

0

a(x)|vx| + a(0)|v(0) − g0| + a(L)|v(L) − gL| if v ∈ H ∩ BV (0, L; RN),

+∞ otherwise,

により定義する．ここで，BV (0, L; RN) は (0, L) 上の RN 値有界変動関数全体のなす空間で
ある．φ は境界値 g0, gL ∈ RN を与えたときの [0, L] における全変動であり，H 上の適正下半
連続凸関数となっている．ここで，適正とは φ ̸≡ +∞ となることを意味する．
次に，凸関数の劣微分の定義を思い出しておく．

定義 1.1. H を実ヒルベルト空間とし，φ : H → (−∞, +∞] を適正下半連続凸関数とする．こ
のとき，H 上の多価作用素 ∂φ : H → 2H を次で定義し，φ の劣微分という．

∂φ(u) = {f ∈ H | φ(u + h) − φ(u) ≥ ⟨f, h⟩H for any h ∈ H}

これらの記号を用いて，元の問題 (1)を次の非線型発展方程式
du

dt
+ ∂φ(u) ∋ 0 in H a.a. t > 0,

u(0) = u0,

(2)

として扱うことにする．このとき，(2)は時間大域解 u(t)が存在することがわかる．そこで，特
に初期値 u0 を局所定数関数としたときの解 u(t) の挙動や定常解への収束の様子を近似問題を
設定することにより考察する．

1



ここで a(x) は有限個の点 x1, x2, . . . , xm−1 で極小となると仮定し，(0, L) の分割 ∆ を

∆ : 0 = x0 < x1 < x2 < · · · < xm−1 < xm = L (m ≥ 2)

のようにとる．さらに，この分割 ∆ に対応した局所定数関数全体の集合を

H∆ =

{
m−1∑
i=0

hiχ(xi,xi+1)

∣∣∣∣∣hi ∈ RN , h0 = g0, hm−1 = g1

}
とおき，ε > 0 に対して φ の近似エネルギー汎関数 φε : H → (−∞, +∞] を

φε(v) =


m−1∑
i=1

a(xi)
√
|hi − hi−1|2 + ε2 if v =

m−1∑
i=0

hiχ(xi,xi+1) ∈ H∆,

+∞ otherwise,

で定義する．この特異性をもたない φε を用いて (2)の近似問題を設定できる．その近似問題の
解 uε(t) が ε → 0 のとき (2)の解 u(t) に C([0, T ]; H) で収束することもわかる．

2 主結果

以下の定理が成立する.

定理 2.1. 非斉次項 a(x) は前に述べた仮定を満たすとする．このとき，近似定常問題

0 ∈ ∂φε(u∞
ε ) in H (3)

の解，すなわち φε の最小元 u∞
ε が一意に存在する．さらに

u∞
ε (x) = hi ∈ RN in (xi, xi+1), i = 0, 1, 2, . . .m − 1 (4)

とおくと，各 hi は次のように表せる．

hi = (1 − si)g0 + sigL, 0 = s0 < s1 < s2 < · · · < sm−1 = 1

証明. この近似定常問題 (3)の解の構造については次のように解析される．定常解を (4)の形に
表すと，(3)は次の hi に関する連立方程式

a(xi+1)
hi+1 − hi√

|hi+1 − hi|2 + ε2
− a(xi)

hi − hi−1√
|hi − hi−1|2 + ε2

= 0, i = 1, 2, . . . ,m − 2

h0 = g0, hm−1 = gL

に直すことができる．これを解くことにより，求める結果が得られる．
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放物型方程式における最大正則性と指数可積分性について

猪奥 倫左 (東北大学理学研究科 D2)

本講演では, 外力項 f を持つ二次元熱方程式の解の時空間可積分性が外力項
f の可積分性に依存してどのように変化するかについて考察する. 空間次元を
2 とし, 有界領域Ω ⊂ R2 上で, 次の熱方程式の非斉次境界値問題を考える.

(H)


ut − ∆u = f, (t, x) ∈ (0, T ) × Ω,

u(0, x) = 0, x ∈ Ω,

u = 0, (t, x) ∈ (0, T ) × ∂Ω.

ここでは，外力項 f の影響を調べるため，簡単のため初期値を恒等的に 0 と
する．この問題に対する解の時空間可積分性の評価として，次の最大正則性の
定理が知られている．外力を Lq(0, T ; Lp(Ω)) (1 < p, q < ∞) から取ったとき,

(1) ∥ut∥Lq(0,T ;Lp(Ω)) + ∥D2u∥Lq(0,T ;Lp(Ω)) ≤ C∥f∥Lq(0,T ;Lp(Ω))

が成り立つ．また，最大正則性定理 (1)から，(H) は強解（方程式を二階弱微
分の意味で満たす解）を持つことが知られている．一方で，p = 1 のとき，即
ち外力が空間についてL1 であるとき，最大正則性 (1)は破綻する．このため，
f ∈ Lq(0, T ; L1(Ω)) のときの時空間評価は臨界状態となっており，評価の導出
は最大正則性の理論とは別の観点から行う必要がある．この臨界状態の評価と
して，Nagai-Ogawa [4] は次の指数可積分性を示した．

命題 1 (Nagai-Ogawa[4]). 外力を f ∈ L∞(0, T ; L1(Ω))とし，uを熱方程式 (H)
の解とする．このとき，任意の 0 ≤ α < 4π に対してある定数 C > 0 が存在
して

(2) sup
0<t<T

∫
Ω

exp

(
α|u(t, x)|
∥f∥L∞(L1)

)
dx ≤ C|Ω|

が成り立つ．

同様の臨界状態は，(H) の定常問題である二次元 Poisson 方程式

(P)

{−∆u = f in Ω,

u = 0 on ∂Ω,

においても現れる．この問題に対し，Brezis-Merle [1] は f ∈ L1(Ω) のときに，
(P) の解は命題 1 と同様の指数可積分性，即ち任意の 0 ≤ α < 4π に対してあ
る定数C > 0 が存在して

(3)

∫
Ω

exp

(
α|u(x)|
∥f∥L1(Ω)

)
dx ≤ C|Ω|

を満たすことを示した．また，Dolzmann-Hungerbühler-Müller [3] は，外力
に同じ仮定 f ∈ L1(Ω) を課したとき，解は関数空間 BMO (Bounded Mean
Oscillation) に属し，

(4) [u]BMO ≤ C∥f∥L1



を満たすことを示した．ここで

[u]BMO := sup
B⊂Ω

∫
B

|u(x) − uB|dx, uB :=
1

|B|

∫
B

u(x)dx

で定義される．有名なJohn-Nirenbergの不等式からu ∈ BMOならば，uは指数
可積分性を満たすことが知られている．これらの事実とDolzmann-Hungerbühler-
Müller [3] の評価 (4) を合わせると，Brezis-Merle の指数可積分性 (3) と同様
の評価を示すことができる．しかし，Brezis-Merle は指数可積分性の定数 4π
にまで言及したが，Dolzmann-Hungerbühler-Müller [3]の手法ではこの定数を
導くことはできない．
以上のことから，本講演では，放物型方程式において BMO 型の評価式を，

そこから自然に指数可積分性の定数 4π が得られる形で導出することを目標と
する．この問題の為に，次の BMO 型の集合を考える．

定義 2. f の分布関数を µf (λ) :=
∣∣{x ; |f(x)| > λ}

∣∣ とおき, f の球対称再配列
関数 f ♯ を f ♯(r) := inf {λ ; µf (λ) ≤ |Br|} で定める．また，球対称再配列関数
f ♯ の積分平均を f ♯♯ とおく．即ち，f ♯♯(r) :=

1

|Br|
∫

Br
f ♯(y)dy とする．このと

き，BMO型の集合 W を

(5) W (BR) :=

{
f ∈ L1(BR); [f ]W (BR) := sup

0<r<R
(f ♯♯(r) − f ♯(r)) < ∞

}
で定める．

注意 3. f ♯♯(r) − f ♯(r) は，f ♯ の原点近傍での振動を表す．つまりW とBMO
は両者ともに振動に注目したものであるので，似た性質を持つ．実際，f ∈ W
ならば f は指数可積分性を満たす．また，BMO ⊂ W であることが知られて
いる．W の性質の詳細についてはBennett-Sharpley [2] を参照．

この W を用いて次の BMO 型の評価を得た．

定理 4. 外力を f ∈ L∞(0, T ; L1(BR)) とし，更に球対称で単調減少であると仮
定する．また，u を熱方程式 (H) の解とすると，

sup
0<t<T

[u(t)]W (BR) ≤
1

4π
∥f∥L∞(0,T ;L1(BR))

が成り立つ．

注意 5. この定理の直接的な系として，Nagai-Ogawa の指数可積分性（命題
1）を得ることが出来る．

証明は，熱方程式 (H)を解の振動（u♯♯−u♯）が満たす方程式に書き直し，そ
の方程式の解が満たす性質を解析することにより行う．
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2次元全空間におけるSchrödinger-Poisson方程式の
時間局所解の一意存在について

眞崎 聡 (東北大・情報　特別研究員 PD)

1 序

次の Schrödinger-Poisson方程式系を考える。

i∂tu +
1

2
∆u = λPu, − ∆P = |u|2, u(0, x) = u0(x). (SP)

ただし (t, x) ∈ R1+2とし、λ ∈ Rとする。初期値は u0 ∈ Hs(R2) (s > 2)であるとする。ここ
で、Poisson方程式に対しては次の境界条件を課す:

∇P ∈ L∞(R2), |∇P | → 0 as |x| → ∞, P (0) = 0.

また、background(または doping profile)をつけず、|u|2に関する付加的な条件 (例えば [4]のよ
うに neutralityやモーメントの有界性など)も一切課さない。この条件の下、P は

P (t, x) =

∫
R2

(
log

(
|x − y|
|y|

))
|u(t, y)|2dy

として一意に与えられる。|y| → ∞のとき、log |x − y|のみだと発散するが、log(|x − y|/|y|)
であればO(|y|−1)となることに注意。したがって P は u(t) ∈ Lp(R2) (∃p ∈ (2, 4))ならばwell-
defined. しかし、uの空間遠方での減衰がどんなに速くても (たとえ u ∈ C∞

0 であったとして
も)、この P は |x| → ∞のとき発散する。この事実が (SP)を解く上での大きな問題点になる。
ひとつ例を挙げると、このことから、(SP)を積分方程式

u(t) = u0 − iλ

∫ t

0

ei t−s
2

∆(Pu)(s)ds

のように書き直したときに、右辺第二項の被積分関数は一般にどんなLebesgue空間にも属しな
いことが分かる。したがって、3次元以上の場合 [3]のように第二項を摂動項とみなして縮小写
像の原理を用いる手法で解くことは難しいのではないかと思われる。今回、半古典近似問題に
用いられている手法を応用して次の結果が得られたので、報告したい。

定理 1.1. s > 2であるとする。このとき、任意の u0 ∈ Hs(R2)に対してある存在時間 T > 0が
存在して (SP)の時間局所解 u ∈ C([−T, T ]; Hs)がこの空間で一意に存在する。さらに、写像
u0 7→ uはHs → C([−T, T ]; Hs−1) の写像として連続。

2 証明の概略

証明の鍵は、u(t, x) = a(t, x)eiϕ(t,x)と書いて,
i∂ta +

1

2
∆a = −i

(
∇ϕ · ∇a +

1

2
a∆ϕ

)
, a(0) = u0,

∂tϕ +
1

2
|∇ϕ|2 + λP = 0, ϕ(0) = 0,

− ∆P = |a|2,

1



というシステムに直すことである。今、正の時間のみを考える。∂taを含む第一方程式の線型
部は Schrödinger方程式であり、非線型項は第 2式のHamilton-Jacobi方程式に移っている。こ
のシステムを解くことで a ∈ C([0, T ]; Hs)と ϕ ∈ C([0, T ]; C2)が得られる。s > 2という仮定は
この際にHs−1 ↪→ L∞ (s > 2)という埋め込みを用いるために現れる。
上でも注意したように a(t) ∈ Hs ⊂ L2 ∩ L∞の下で一般に P は非有界である。このことか

ら、ϕも非有界になってしまうが、u = aeiϕという表示からこれは問題でない。さらに ϕの空
間方向の微分の性質 (特に空間遠方での減衰)を調べることで u ∈ C([0, T ]; Hs)が分かる。ここ
で utを考えると、∂tϕという非有界な項が現れるため、ut ̸∈ Hsである。しかしこの事実が、非
有界な非線型項をもつにも関わらず (SP)が満たされていることに対応する。

注意 2.1. 解の局所存在だけならば u0 ∈ Hs(R2) (s > 1)であれば十分。

注意 2.2. 長時間挙動は分かっていない。L2-保存則とモーメントの保存則は成立するものの、考え
ている解のクラスで一般にエネルギーは有界ではない。実際に、もしW (t) =

∫
(log |x|)|u(t, x)|2dx

という量が有界であるならば、v(t, x) := u(t, x) exp(−iλ
∫ t

0
W (s)ds)とおくと、vは

i∂tv +
1

2
∆v = λ

(∫
(log |x − y|)|v(y)|2

)
v, v(0, x) = u0(x).

の解であるので、

E(t) =
1

2
∥∇v(t)∥L2 +

λ

2

∫∫
(log |x − y|)|v(t, y)|2|v(t, x)|2dy dx

=
1

2
∥∇u(t)∥L2 +

λ

2

∫∫
(log |x − y|)|u(t, y)|2|u(t, x)|2dy dx

は (有界な量であって)保存することがわかる。

注意 2.3. 方程式 (SP)にプランク定数に相当するパラメータ hを入れた方程式

ih∂tu
h +

h2

2
∆uh = λP huh, − ∆P h = |uh|2, uh(0, x) = uh

0(x).

の解 uhに対して、WKB型の近似 uh = eiϕ0/h(a0 + ha1 + · · · + hNaN + o(hN)) (h → 0)も同様
に示すことができる。しかし、3次元以上の場合 [1, 2] とは大きく異なり、近似は空間局所的
にしか成立しない。これは各 aj (j ≥ 1)が非有界なものになってしまうからである。これも、
P が遠方で発散していることと関わっている。より具体的には、uh = aheiϕh/hという形の解を
定理 1.1と同じ方法で得た後に、ah, ϕhの hに関するべき級数展開を適用することで上の ajを
決めるが、その際に ϕhの hj次部分 ϕ̃jはすべての jについて一般に非有界となってしまうので
ある。したがって、aj を決めるために用いる Taylor展開 eihj

eϕj+1 = 1 + hjϕ̃j+1 + o(hj) の際に
(左辺は有界にも関わらず)右辺に非有界な ϕ̃j+1がそのまま表れてしまう。
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ABP type estimates for nonlinear elliptic systems

中川　和重 (なかがわ　かずしげ)

埼玉大学大学院 理工学研究科 理工学専攻

E-mail: knakagaw@rimath.saitama-u.ac.jp

1 導入

　本講演では完全非線形二階楕円型方程式のシステムに対するLp粘性解を用いた regu-
larity理論の最初の段階であるABP型の最大値原理について考察していく．
完全非線形二階一様楕円型方程式に対する粘性解の regularity理論に関しては Caf-

farelli [C]による結果がある．その後，方程式が可測である場合に適用できるLp粘性解の
概念が Caffarelli-Crandall-Kocan-Świȩch[CCKS]によって導入されその理論が整備され
た．Lp粘性解は強解の一般化であると考えられ，係数が冪乗可積分関数の場合でも強解
のときに得られた結果が得られることが期待される．ABP最大値原理については一階微
分の項が一次又はそれ以上の増大度を持つ extremal方程式についてKoike-Świȩch[KS2]
により示され，増大度が一次及びそれ以上の両方の増大度を持つ extremal方程式につい
てはN[N]によって示されている．さらに regularity理論の次のステップとなる弱Harnack
不等式などについてはKoike-Świȩch[KS3] によって行われている．また，Lp粘性解の弱
解としての適切な位置づけがKoike-Świȩch[KS3]により [N]の結果を用いることによって
示されている．
完全非線形二階楕円型方程式のシステムについては粘性解を用いて Ishii(’91)，Ishii-

Koike(’91)などによる存在性などについての結果があり，近年，Busca-Sirakov[BS]らに
よって一階微分項が定数係数であるシステムにおいてLp粘性解を用いたABP最大値原
理やHarnack不等式が証明されている．そこで今回は，一階微分項が冪乗可積分関数の
ような (非有界な)変数係数をもつシステムにおいてABP最大値原理が成立することが
期待される．

2 主結果

　有界領域Ω ⊂ Rn(n ≥ 1)に対し，次のシステム;{
P−(D2ui) − µi(x)|Dui| − ci(x, u1, . . . , u`) = fi(x) in Ω

i = 1, · · · , `.
(1)

を考える．いま，Sn を n × n次実対称行列全体とし，一様楕円定数 0 < λ ≤ Λに対
し，Sn

λ,Λ := {A ∈ Sn ; λI ≤ A ≤ ΛI}とおく．さらに，q ≥ p > n/2, q > nに対し，
fi ∈ Lp

+(Ω), µi ∈ Lq
+(Ω) とする．ここで Lp

+(Ω)は非負な Lp(Ω)の元全体とする．簡単
のため，スケーリングと平行移動によりΩ ⊂ B1(0)とする．さらに，殆ど至るところの
x ∈ Ωとすべての i ∈ {1, . . . , `}に対し

ci(x, 0, . . . , 0) = 0

としても一般性を失わない．
ここで，システムに対し次の仮定をする．

1



(H0) c(x, u)はu ∈ Rlに対してLipschitz連続 (Lipschitz定数は ν)で，あるLebesgue null
set N ⊂ Ωに対し x ∈ Ω\N で一様である．

(H1) 成分ごとに u ≥ vとなる任意の u, v ∈ R`と，uj = vj となる任意の j ∈ {1, . . . , `}
に対し次をみたす．

cj(x, u) ≥ cj(x, v) for a.e.x ∈ Ω.

定理 2.1. (H0), (H1)および，
n ≤ p ≤ q, n < q

を仮定する．さらに，つぎのどちらかを仮定する．
(H2):すべての i ∈ {1, . . . , `}に対し∑̀

j=1

∂ci

∂uj

(x, u) ≤ 0 a.e.in Ω × R`.

または，

(H3)：m̄ij := sup
(x,u)∈Ω×R`

ess.
∂ci

∂uj

(x, u) (m̄ij ≤ ν < ∞)とおくとき，M̄ := (m̄ij)
`
i,j=1は

negative semi-definiteである．
このとき，もし u = (u1, . . . , u`) ∈ C(Ω̄, R`)が (1)の Lp粘性劣解ならばABP型の最

大値原理が成立する．i.e. C > 0に対して

sup
Ω

(u1 ∨ . . . ∨ u`) ≤ C

(
sup
∂Ω

(u1 ∨ · · · ∨ u`) + ‖f1 ∨ · · · ∨ f`‖Ln(Ω)

)
.

注意 2.2. 次の組がそれぞれ (H2), (H3)をみたす例である．{
c1(x, u) = a(x)(u1 − u2),
c2(x, u) = a(x)−1(−u1 + u2),

{
c1(x, u) = −2u1 + 3 arctan u2,
c2(x, u) = arctan u1 − 2u2.

ここで，a(x)はΩから [1/2, 2]への連続関数とする.

注意 2.3. (H1)を仮定しないシステムでは ABP最大値原理は一般には成立しない．た
とえば，次のシステムをB1(0) ⊂ Rn上で考える．{

−4 u + v = 0
−4 v = 0.

このとき，u = 1 − |x|2, v = −2nとするとABP最大値原理は成立しないことがわかる．
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移流拡散方程式の解の漸近展開について

山本征法 (東北大学大学院理学研究科)

ここでは, 荷電粒子の密度解析に由来する移流拡散方程式のCauchy問題を考える.

(1)

 ∂tu − ∆u + ∇ · (u∇ψ) = 0, t > 0, x ∈ R3,
−∆ψ = −u, t > 0, x ∈ R3,
u(0, x) = u0(x) ≥ 0, x ∈ R3.

ただし, ∂t := ∂/∂t, ∂j := ∂/∂xj, ∆ :=
∑3

j=1 ∂2
j , ∇ := (∂1, ∂2, ∂3) である. 移流拡散方程

式は荷電粒子の密度分布の解析モデルに由来する方程式であり, 未知函数 u = u(t, x), ψ =
ψ(t, x) はそれぞれ, 電荷の密度, 静電場のポテンシャルを表す. 移流拡散方程式は, 電荷
が静電場の移流効果を受けながら拡散する様子を表す方程式であり, その解の性質は線
形拡散効果と非線形相互作用とのバランスによって決定する. 移流拡散方程式とよく似
た非線形相互作用の構造をもつ拡散方程式としては, 流体の運動に関連した convection-
diffusion方程式, 細胞性粘菌の走化性を記述した Keller-Segel方程式, 非圧縮性粘性流体
の運動を記述したNavier-Stokes方程式がある. これらの方程式の解の時間大域挙動につ
いては, はじめ convection-diffusion方程式について, 解の漸近挙動が調べられている ([2]).
Navier-Stokes方程式については, 解の漸近形がシンプルな形で得られることが知られて
いる ([1, 3]). Keller-Segel方程式については, 解の高次の漸近展開にNavier-Stokes方程式
の場合には見られない特殊な補正項が現れることが示されている ([4, 7]). 特に, 空間次
元が偶数の場合には, この補正項が, 対数函数のオーダーで減衰することが示されている
([9]). 一方, 空間次元が奇数の場合には, 漸近形に現れる項は全て多項式オーダーで減衰す
る. 移流拡散方程式については, 大きな初期値に対する解の時間大域存在と減衰が知られ
ている ([5, 6]). また, 解の 2次漸近形に特別な補正項が現れることを既に示した ([8]). こ
こでは, 移流拡散方程式の解のより高次の漸近形を導出し, 特に, 2次漸近形に表れた補正
項が, 高次漸近形に及ぼす影響について考える. はじめに, 解の減衰評価について考える.

u0 ∈ L1(R3) ∩ L∞(R3), 1 ≤ p ≤ ∞, γ := 3
2

(
1 − 1

p

)
に対して, 次の評価が知られている:

(2) ∥u(t)∥p ≤ C(1 + t)−γ, t > 0.

この証明にはエネルギー評価を用いる ([5, 8]). 特に, 解の L1ノルムは保存する. なお, u
が (2) を満たすことから, Hardy-Littlewood-Sobolevの不等式を用いて, ∇ψ の評価が得
られる. すなわち, 3 < p < ∞, γ := 3

2

(
1 − 1

p

)
に対して, 次の評価が成り立つ:

∥∇ψ(t)∥p ≤ C∥u(t)∥3p/(3+p) ≤ C(1 + t)−γ+1/2, t > 0.

次に, 解の t → ∞ での漸近展開を考える. はじめに, Cauchy問題 (1) は次の積分方程式
と同値であることに注意する ([6]).

u(t) = et∆u0 +

∫ t

0

∇e(t−s)∆ · (u∇(−∆)−1u)(s)ds, t > 0, x ∈ R3.

ただし, G(t, x) := (4πt)−3/2e−|x|2/(4t), et∆ϕ(x) :=
∫

R3 G(t, x − y)ϕ(y)dy である. さらに,
次の函数を導入する.

1



2 山本征法 (東北大学大学院理学研究科)

V0(t, x) := G(t, x)

∫
R3

u0(y)dy, V1(t, x) := −∇G(t, x) ·
∫

R3

yu0(y)dy,

J(t, x) :=

∫ t

0

∇e(t−s)∆ ·
(
V0∇(−∆)−1V0

)
(s)ds,

K(t, x) :=
1

3
log(1 + t)∆G(t, x)

∫
R3

y ·
(
V0∇(−∆)−1J + J∇(−∆)−1V0

)
(1, y)dy,

(3)

ここで, λ > 0 に対して, J が次のスケール保存則を満たすことに注意する.

λ4J(λ2t, λx) = J(t, x), t > 0, x ∈ R3.

以上で定めた函数と, Cauchy問題 (1) の解について, 次の評価が成り立つ.

定理. u0 ∈ L1
2(R3) ∩ L∞

1 (R3) とする. u を (1) の解とし, V0, V1, J,K を (3) で定め
る. このとき, 1 ≤ p ≤ ∞, γ := 3

2

(
1 − 1

p

)
に対して次が成り立つ:∥∥u(t) − V0(1 + t) − V1(1 + t) − J(1 + t) − K(1 + t)

∥∥
p

=o
(
t−γ−1 log(2 + t)

)
as t → ∞.

また,
∫

R3 u0(y)dy ̸= 0 のとき, J,K ̸≡ 0 が成り立つ.

ただし, Lp
m(R3) :=

{
ϕ ∈ Lp(R3)

∣∣ |x|mϕ ∈ Lp(R3)
}
である. 定理を証明するために, 次の

補題を用いる. まず, Lp
1(R3) における解の挙動については, 次の評価が得られる.

命題 1. u0 ∈ L1
1(R3) ∩ L∞

1 (R3) とする. このとき 1 ≤ p ≤ ∞, γ := 3
2

(
1 − 1

p

)
とし

て, 次が成り立つ: ∥xu(t)∥p ≤ C(1 + t)−γ+ 1
2 .

また, 解の低階の漸近展開については, 次の評価を示すことが出来る.

命題 2. 定理と同じ条件のもとで次が成り立つ:

∥u(t) − V0(1 + t) − V1(1 + t) − J(1 + t)∥p ≤ C(1 + t)−γ−1 log(2 + t).

定理に現れる漸近形と比較すると, 命題 2の評価は本質的であることが分かる.
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On smoothing effect for higher order curvature flow equations

浅井　智朗 (あさい ともろう)

東京大学大学院・数理科学研究科・数理科学専攻D1

E-mail: tasai@ms.u-tokyo.ac.jp

1 導入

本講演では，表面拡散流方程式
{

V = −∆Γ(t)HΓ(t), t > 0
Γ(0) = Γ0

(1)

とWillmore流方程式
{

V = −∆Γ(t)HΓ(t) − 1

2
H3

Γ(t) + 2HΓ(t)KΓ(t), t > 0

Γ(0) = Γ0

(2)

を満たしながら成長する曲面Γ = {Γ(t); t > 0}の一意存在について考察する．ここで，V は曲面
Γ(t)の法速度，HΓ(t), KΓ(t)はそれぞれΓ(t)の平均曲率とガウス曲率，∆Γ(t)はLaplace-Beltrami
作用素と呼ばれる曲面上の Laplacianを表す．
より正確に述べると，平面上の曲線の場合について，曲率が不連続な特異性を許容する初

期曲線に対して，局所解が一意存在することを示した．さて，平面上の曲線の場合に，Γが
Γ(t) = {(x, y); y = w(x, t)}と関数 wのグラフで表示されているとする．初期曲線 Γ0は Γ0 =
{(x, y); y = w0(x)}と表わされていることとする．すると，表面拡散流は，

wt = − 1

(1 + w2
x)

2
wxxxx +

10wxwxxwxxx

(1 + w2
x)

3
+

3w3
xx

(1 + w2
x)

3
− 18w2

xw
3
xx

(1 + w2
x)

4
, (3)

Willmore流は，

wt = − 1

(1 + w2
x)

2
wxxxx +

10wxwxxwxxx

(1 + w2
x)

3
+

3w3
xx

(1 + w2
x)

3
− 18w2

xw
3
xx

(1 + w2
x)

4
− w3

xx

2(1 + w2
x)

4
, (4)

となる．

2 主結果

定理 2.1. w0 ∈ h1+4θ(R)(0 < θ < 1/4)ならば，あるT > 0が存在してw ∈ C([0, T ]; BC1(R))∩
C1((0, T ]; BC1(R)) ∩ C((0, T ]; BC5(R)) となる表面拡散流方程式 (3)の解 wが一意存在する．
さらに，wは次を満たす．

∂w

∂x
∈ C1−θ((0, T ]; BC4(R)) ∩B1((0, T ]; C4+4θ(R));

∂w

∂x
∈ Cθ([0, T ]; BC(R)) ∩B([0, T ]; C4θ(R)).

定理 2.2. w0 ∈ h1+4θ(R)(0 < θ < 1/4)ならば，あるT > 0が存在してw ∈ C([0, T ]; BC1(R))∩
C1((0, T ]; BC1(R)) ∩ C((0, T ]; BC5(R))となるWillmore流方程式 (4)の解wが一意存在する．
さらに，wは次を満たす．

∂w

∂x
∈ C1−θ((0, T ]; BC4(R)) ∩B1((0, T ]; C4+4θ(R));

∂w

∂x
∈ Cθ([0, T ]; BC(R)) ∩B([0, T ]; C4θ(R)).

1



表面拡散流とWillmore流の局所解の一意存在に関する先行結果については [2], [3]がある．
[2], [3]における初期曲面の滑らかさの仮定は h2+β (0 < β < 1)である．つまり，曲率がHölder
連続であって，かつ，それが滑らかな関数の近似となっているクラスである．一方，本研究で
は，h1+4θ (0 < θ < 1/4)という曲率が不連続であるような特異点が生じているクラスの初期曲
線に対しても局所解が存在することを示したのである．

証明. まず抽象準線形放物型方程式
{

dU

dt
= A(U)U + G(U),

U(0) = U0

(5)

に対する局所解の一意存在を証明する．この証明には [1] の線形方程式

{
du

dt
(t) = Λu(t) + f(t), 0 < t ≤ T,

u(0) = u0

に対する結果を用いる．ただし，XをBanach空間とし，Λ : D(Λ) ⊂ X → XはXで解析半群
を生成する．また，実補間空間

DΛ(θ,∞) = {x ∈ X; sup
t>0

t1−θ‖ΛetΛx‖ < ∞},

DΛ(θ) = {x ∈ DΛ(θ,∞); lim
t→0

t1−θ‖ΛetΛx‖ = 0}

の性質をうまく使う．この結果を適用することにより (3),(4)の局所解の一意存在を示す．
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トーラス上の高階次分散型方程式の時間局所適切性について

平山　浩之（名古屋大学大学院多元数理科学研究科　Ｍ２）

　１次元トーラス T = R/2πZ上の高階次非線型分散型方程式

（Ｄ）

∂tu + (−1)k+1∂2k+1
x u + 1

2∂x(u2) = 0, (t, x) ∈ R × T

u(0, x) = ϕ(x), ϕ ∈ H̃s(T)

を考える. ここで k ∈ Nであり,

H̃s(T) := {f ∈ Hs(T)|f̂(0) = 0}

である. 方程式（Ｄ）の時間局所適切性について考える. 方程式（Ｄ）が時間局所適切で
あるとは, 初期値 ϕ ∈ Hs(T)に対してある正定数 T > 0が存在し, 次を満たすことである.

1. 時間区間 [0, T ]において方程式（Ｄ）を満たす関数 uが存在する.

2. 時間区間 [0, T ]において解 uは一意的である.

3. 任意の t ∈ [0, T ]に対して u(t) ∈ H̃s(T)である.

4. 写像 ϕ 7→ uは連続である.

方程式（Ｄ）において, k = 1のときは浅水波をモデル化したKdV方程式であり, 様々
な研究がなされている. [1]において Bourgainにより導入されたフーリエ制限ノルム法と
いう手法を用いることで, [2], [3]において k = 1のとき s ≥ −1

2 において方程式（Ｄ）が
時間局所適切であることが示された. 本講演における主結果は, k ≥ 2のときの時間局所適
切性について得られた次の結果である.

主定理 1. k ≥ 2のとき, 方程式（Ｄ）は s ≥ −k
2 において時間局所適切である.

この結果は k = 1とすると既存の結果に一致しており, [2], [3]における結果の拡張となっ
ている. 特に k = 2のときは, プラズマ中の磁気音波の理論などにおいて現れるKawahara
方程式の特別な場合であり, 物理的にも意味のある方程式である.

時間局所適切性を示すために, 方程式（Ｄ）を積分方程式

u(t) = U(t)ϕ − 1
2

∫ t

0
U(t − t′)∂x(u(t′)2)dt′

ただし, U(t)f := F−1
n [ein2k+1tf̂ ]

に変形する. uから積分方程式右辺への写像が適当なバナッハ空間上の縮小写像であるこ
とを示すことができれば, 不動点定理から一意的な時間局所解を得ることができる. まず
小さい初期値に対して（Ｄ）の一意解の存在を示し, 大きい初期値に対してはスケール変
換により初期値を小さくすることで, 小さい初期値の場合に帰着させる. しかし, スケール
変換の際に空間変数の周期が変化してしまうので, 空間変数に対して一般の周期を持つ関
数についての議論が必要となる.

1



定義 1. 関数空間 Yλを,

Yλ :=

F : R × Tλ −→ R

∣∣∣∣∣∣∣∣
F (x, ·) ∈ S(R) (x ∈ Tλ)

写像 x 7→ F (x, ·)は C∞級である.

F̃ (τ, 0) = 0 (τ ∈ R)


により定め, Xs,b,λを,

||F ||Xs,b,λ
:= ||⟨τ − n2k+1⟩b|n|sF̃ ||l2n(λ)L2

τ

により定まるノルムにより Yλを完備化した空間とする. ただし, Tλ := R/(2πλ)Zであり,

||f ||l2n(λ) =
(∫
Zλ

|f(n)|2dn

) 1
2

:=

(∑
n∈Z

∣∣∣f (n

λ

)∣∣∣2) 1
2

である. また, F̃ は F の時間および空間におけるフーリエ変換である.

本講演では, 定理１を示すために重要な役割を果たす次の双線型評価式（定理２）およ
びその反例（定理３）について詳しく述べる.

定理 2. λ ≥ 1とする. k ≥ 2のとき, 任意の s ∈
[
−k

2 , 0
]
に対して, ある 0 < ϵ < 2k + sが

存在して,
||∂x(uv)||X

s,− 1
2 ,λ

. λϵ||u||X
s, 12 ,λ

||v||X
s, 12 ,λ

が成立する.

定理 3. k ≥ 2のとき, 任意の s < −k
2 に対して, 双線型評価式

||∂x(uv)||Xs,b−1,1
. ||u||Xs,b,1

||v||Xs,b,1

が成立するような b ∈ Rは存在しない.

定理３の証明のポイントは, 双線型評価式の左辺が大きくなる周波数領域に台を持つ関
数を反例として考えたことである. これにより導かれた結果から, 双線型評価式が成立す
るための指数 sの必要条件を得ることができる.
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非線形境界条件をもつ放物型方程式の解の爆発について

原田 潤一 (はらだ じゅんいち)

早稲田大学 先進理工学研究科物理学及び応用物理学専攻D3

E-mail: t-tsuku@suou.waseda.jp

次の非線形境界条件を持つ放物型方程式の解の爆発について考える:
ut = ∆u − a|u|p−1u in Ω × (0,∞),

∂νu = |u|q−1u on ∂Ω × (0,∞),

u(x, 0) = u0(x) in Ω.

(1)

ここで Ω ⊂ Rnは滑らかな境界を持つ有界領域, p, q > 1, a > 0とする. 特に本講演では, 臨界
指数 (p = 2q − 1かつ a = q)の場合を考察する. 方程式 (1)の解の爆発, 大域解の存在について
は [2]([3]) を始めとして, [1], [4]などで調べられている. p > 2q − 1または p = 2q − 1, a > qの
場合には, (1)の全ての解は大域的で一様有界となり, p < 2q − 1または p = 2q − 1, a < qの場
合には有限時間で爆発する解の存在が知られている (a, p, qの値によっては大域解が存在する場
合もある). 特に, 臨界指数 (p = 2q − 1かつ a = q) の場合については n = 1に限って, 全ての正
値解は大域的であり, 次の一意特異正値解に収束することが知られている [2].

φ′′ = qφ2q−1 in (−1, 1), φ(±1) = +∞.

一般の空間次元に対して, 我々は次の結果を得ることができた.

定理 1 (n ≥ 2). p = 2q − 1, a = qとする. このとき全ての正値解は有限時間で爆発する.

ここで v = u−(q−1)と新しい未知関数を導入する. このとき, 正値球対称解 vは次の方程式を
満たす. vt = v′′ +

n − 1

r
v′ +

q

(q − 1)v

(
(q − 1)2 − |v′|2

)
, 0 < r < R, t > 0,

v′(0, t) = 0, v′(R, t) = −(q − 1), t > 0.
(2)

このとき, (1)の解 uが爆発することは, (2)の解 vが 0を達成することと同等である. 正値球対
称解に限っては uが有限時刻で爆発するとき, 解 vは以下の (3)を満たすある関数 v∞に収束す
ることがわかる.

|v∞(r) − (q − 1)(R − r)| ≤ C(R − r)2. (3)

(1)の定常問題に対する一意特異正値解をψ とする時 (∆ψ = qψ2q−1 in BR, ψ = +∞ on ∂BR),
(3)は ψを使って次のようにも書くことができる:

|v∞(r) − ψ(r)−(q−1)| ≤ C(R − r)2,

ここで, ψ(r)−(q−1)は (2)の定常問題に対する正値定常解である.

定理 2. 正値球対称解 uが有限時刻 T で爆発するとする. このとき, (3)を満たすある関数
v∞ ∈ C[0, R] ∩ C[0, R) が存在して,

v(r, t) → v∞(r) uniformly on [0, R] as t → T − 0.

更に, 初期値が u′
0(r) ≤ u0(r)

q を満たしているならば, 上の収束はW 2,∞(0, R)の位相にとれる.
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最後に, 臨界指数 (n ≥ 2)の場合の大域解についての考察を行う. Theorem 1より, 大域解は
符号変化する解であることに注意する.

定理 3 (n ≥ 2, Ω = BR). 全ての球対称大域解は時間無限大で 0に収束する.

臨界指数の場合に (1)は 0以外の定常解を持たないため, Theorem 3を示すことは, 大域解
に対する有界性を示すことと等価となる.

証明の概略

(定理 1) まずは球対称解を仮定して, 上で導入した未知関数 vが有限時刻で 0に達成すること
を示す. 特に, (2)より境界上 r = Rにおいて解 vは次を満たす:

vt(R, t) = v′′(R, t) − (n − 1)(q − 1)

R
.

実はこのとき, v′の挙動を調べることにより (比較定理を用いる), v′′(R, t) ≤ 0となることがわ
かる. これより直ちに vが有限時間で 0を達成することがわかる. 一般領域の場合には, 球対称
解を比較関数として用いることにより有限時間爆発が示される.

(定理 2) 具体的に比較関数を構成することにより定理は示される. 特に, (2)の右辺の最後の項
が 1/vという因子を含んでいることに注意する.

(定理 3) 定理を示すには, 大域解の有界性を示せばよい. これは背理法によって示される. 非有
界な大域解を仮定すると, 実はある時刻で解は正値になることがわかる. しかし定理 1により,
この解は有限時刻で爆発してしまう. よって矛盾が導かれ大域解の有界性が得られる. 上の議
論において, 次の定常解の族 {wη}η>0の性質を調べることが鍵となる.

w′′
η +

n − 1

r
w′

η = qw2q−1
η in (0, R), w(R) = η, w′(R) = ηq.
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We consider the following second order hyperbolic systems with dissipation:

(1) utt −
n∑

j,k=1

Bjkuxjxk
+

n∑

j,k=1

Kjk ∗ uxjxk
+ Lut = 0

with the initial data

(2) u(x, 0) = u0(x), ut(x, 0) = u1(x).

Here the unknown u is an m-vector function of x = (x1, · · · , xn) ∈ Rn and t ≥ 0, Bjk

are m ×m real constant matrices satisfying (Bjk)T = Bkj, Kjk(t) are smooth m ×m
real matrix functions of t ≥ 0 satisfying Kjk(t)T = Kkj(t), and L is an m × m real
constant matrix; the symbol “∗” denotes the convolution with respect to t. The system
(1) is a model system of viscoelasticity.

We introduce the symbols of the differential operators:

Bω =
n∑

j,k=1

Bjkωjωk, Kω(t) =
n∑

j,k=1

Kjk(t)ωjωk,

where ω = (ω1, · · · , ωn) ∈ Sn−1. Notice that Bω and Kω(t) are real symmetric matrices.
We impose the following structural conditions.

[A1] Bω is real symmetric and positive definte, Kω(t) is real symmetric and non-
neagtive definite, and L is real symmetric and nonnegative definite.

[A2] Bω − Kω(t) is real symmetric and positive definte uniformlly in t ≥ 0, where

Kω(t) =
∫ t

0
Kω(s)ds.

[A3] Kω(0) + L is real symmetric and positive definite.
[A4] There are positive constants C0 and c0 such that−C0Kω(t) ≤ K ′

ω(t) ≤ −c0Kω(t)
and −C0Kω(t) ≤ K ′′

ω(t) ≤ C0Kω(t), where K ′
ω(t) = ∂tKω(t) and K ′′

ω(t) =
∂2

t Kω(t).

We are interested in the decay property of the system (1).

Theorem 1 (Decay estimate). Under the conditions [A1]–[A4], the solution u to the
problem (1), (2) satisfies the decay estimate

‖∂k
xut(t)‖L2 + ‖∂k+1

x u(t)‖L2

≤ C(1 + t)−n/4−k/2‖u1‖L1 + C(1 + t)−n/4−k/2−1/2‖u0‖L1

+ Ce−ct(‖∂k
xu1‖L2 + ‖∂k+1

x u0‖L2).

1



Theorem 2 (Energy estimate). Under the conditions [A1]–[A4], the solution to the
problem (1), (2) satisfies the energy estimate

‖∂k
xut(t)‖2

H1 + ‖∂k+1
x u(t)‖2

H1 +

∫ t

0

‖∂k+1
x ut(τ)‖2

L2 + ‖∂k+2
x u(τ)‖2

L2 dτ

≤ C(‖∂k
xu1‖2

H1 + ‖∂k+1
x u0‖2

H1).

Note that there is no regularity-loss in the decay estimate and the energy estimate
stated in Theorems 1 and 2, respectively. This shows that the dissipative property of
the system (1) is of the standard type.

Next we consider the following modifications of the system (1):

utt −
n∑

j,k=1

Bjkuxjxk
+ (1−∆)−θ/2

n∑

j,k=1

Kjk ∗ uxjxk
+ Lut = 0,(3)

utt −
n∑

j,k=1

Bjkuxjxk
+

n∑

j,k=1

Kjk ∗ uxjxk
+ (1−∆)−θ/2Lut = 0,(4)

where θ > 0 is a parameter. The introduction of the operator (1−∆)−θ/2 weakens the
dissipation and this gives the following weaker decay estimate.

Theorem 3 (Decay estimate). Under the conditions [A1]–[A4], the solution u to the
problem (3) (or (4)), (2) satisfies the decay estimate

‖∂k
xut(t)‖L2 + ‖∂k+1

x u(t)‖L2

≤ C(1 + t)−n/4−k/2‖u1‖L1 + C(1 + t)−n/4−k/2−1/2‖u0‖L1

+ C(1 + t)−l/θ(‖∂k+l
x u1‖L2 + ‖∂k+l+1

x u0‖L2).

Theorem 4 (Energy estimate). Under the conditions [A1]–[A4], the solution u to the
problem (3) (or (4)), (2) satisfies the energy estimate

‖∂k
xut(t)‖2

H1+θ/2 + ‖∂k+1
x u(t)‖2

H1+θ/2 +

∫ t

0

‖∂k+1
x ut(τ)‖2

L2 + ‖∂k+2
x u(τ)‖2

L2 dτ

≤ C(‖∂k
xu1‖2

H1+θ/2 + ‖∂k+1
x u0‖2

H1+θ/2).

Note that we have the regularity-loss in the decay estimate in Theorem 3. A similar
regularity-loss occurs also in the energy estimate in Theorem 4. This means that the
dissipative property of the systems (3) and (4) is of the regularity-loss type. Such a
regularity-loss property was also observed for other intersting systems. See the refer-
ences below.
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Modulation 空間におけるNavier-Stokes 方程式の解の存在定理について
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本講演では次の Navier-Stokes 方程式の初期値問題を Modulation 空間を用いて考察する.
n を空間次元を表す自然数とする.

(NS)





∂tu−∆u + (u · ∇)u +∇π = 0 for t ∈ (0,∞), x ∈ Rn,

div u = 0 for t ∈ (0,∞), x ∈ Rn,

u(0, x) = u0(x) for x ∈ Rn.

定義 (Modulation 空間). F は Fourier 変換, F−1 は Fourier 逆変換を表すとする.
{ϕk}k∈Zn ⊂ C∞

0 (Rn) を次を満たす 1 の分解とする. ϕ ∈ C∞
0 (Rn) を

supp ϕ ⊂ { ξ ∈ Rn | |ξ| ≤ √
n },

∑

k∈Zn

ϕ(ξ − k) = 1 for any ξ ∈ Rn

を満たす関数とし, ϕk(ξ) := ϕ(ξ − k) とおく. −∞ < s < ∞, 1 ≤ q, σ ≤ ∞ に対して,
Modulation 空間M s

q,σ(Rn) を次で定義する.

M s
q,σ(Rn) :=

{
f ∈ S ′(Rn)

∣∣∣ ||f ||Ms
q,σ(Rn) < ∞

}
,

||f ||Ms
q,σ(Rn) :=





(∑

k∈Zn

(1 + |k|)sσ‖F−1ϕkFf‖σ
Lq(Rn)

) 1
σ

for 1 ≤ σ < ∞,

sup
k∈Zn

(1 + |k|)sσ||F−1ϕkFf ||Lq(Rn) for σ = ∞.

非線形偏微分方程式の解の存在定理の研究は, Lebesgue空間や Sobolev空間においては数多
く行われており, 本講演では Modulation 空間を用いて初期値問題を考察する. Modulation 空
間は, Feichtinger [2] によって導入され, 近年偏微分方程式への応用が発達してきている. Mod-
ulation 空間における偏微分方程式の研究としてWang, Zhao, Guo [8] があり, 彼等は非線形
Schrödinger方程式とNavier-Stokes方程式について初期値 u0 をM0

2,1(Rn)からとり時間局所解
の存在を示した. また, Wang, Hudzik [7]では非線形 Schrödinger方程式と非線形 Klein-Gordon
方程式に対して時間大域解の存在を示した. また, 以前の私の結果 [3] では, 上記 Navier-Stokes
方程式に対して初期値 u0 を M0

q,σ(Rn) (ただし, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ σ ≤ n/(n− 1)) からとり時間
局所解の存在を示し, 初期値 u0 が M0

q,σ(Rn) (ただし, 1 ≤ q ≤ n, 1 ≤ σ ≤ n/(n− 1)) に属し十
分小さいならば時間大域解が存在することを示した.
以下の定理では, [3] の Navier-Stokes 方程式に対する時間局所解と時間大域解の結果を拡張

した.

定理. n ≥ 2, −∞ < s < ∞, 1 ≤ q ≤ ∞, 1 ≤ σ < ∞ とし, 次を満たすとする.

s ≥ −1 +
n(σ − 1)

σ
.

このとき div u0 = 0 を満たす任意の u0 ∈ [M s
q,σ(Rn)]n に対して T > 0 が存在して, (NS) の時

間局所解 u が
[
C([0, T ],M s

q,σ(Rn))
]n のある部分空間に一意的に存在する. 更に, q ≤ n, 初期値

u0 が十分小さい時, 解は時間大域的に存在する.

注意. (1) 定理において, s = 0 とすると σ ≤ n/(n− 1) であるから, この定理は以前の結果
[3] の拡張である.
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(2) 定理において, s の下限は −1 であるが, s < −1 とすると解の適切性は成立しない. 実
際 Bejenaru, Tao [1] の方法によって, M−1

2,σ(Rn) (1 ≤ σ < ∞) において (NS) は初期値に対する
連続依存性が成り立たない事が示される.

(3) 定理の時間局所解について, s = −1 の場合の初期値はM−1
∞,1(Rn) に属し, 既存の結果 [5]

に含まれる. 実際 Miura [5] は初期値 u0 が vmo−1 ∩ gmo−1 に属する時, 時間局所解が存在する
ことを示しており, 次の包含関係が成立する.

M−1
∞,1(Rn) ⊂ vmo−1 ∩ gmo−1.

ただし, s = −1 + n(σ − 1)/σ > −1 の場合, 既存の関数空間との関係は明確ではない.
(4) 定理の時間大域解について, s ≤ 0 の場合の初期値は既存の結果 [4] に含まれる. 実際

Koch, Tataru [4] は初期値 u0 が BMO−1 に属し, 十分小さいならば時間大域解が存在するこ
とを示しており, 次の包含関係が成立する.

M s
q,σ(Rn) ⊂ BMO−1 if q ≤ n, −1 +

n(σ − 1)

σ
≤ s ≤ 0.

ただし, s = −1 + n(σ − 1)/σ > 0 の場合, 既存の関数空間との関係は明確ではない.

定理の証明方法は, 方程式 (NS) を次の積分方程式に書き直し, 適当な完備距離空間を設定
して Banach の不動点定理により定理の解を得るというものである.

u(t) = et∆u0 −
∫ t

0

∇Pe(t−τ)∆(u⊗ u)dτ.

ただし, P := 1 + (−∆)−1∇ div. 以下の命題では, −1 < s ≤ 0 の場合の定理の証明に用いる線
形評価と積の評価を紹介する.

命題. s, s̃ ∈ R, 1 ≤ q, q1, q2, r, σ, σ1, σ2, ν ≤ ∞ とする.

(i) q ≥ r ならば ‖et∆u‖Ms
q,σ(Rn) ≤ C(1 + t)−

n
2
( 1

r
− 1

q
)‖u‖Ms

r,σ(Rn)

(ii) s ≥ s̃ ならば ‖et∆u‖Ms
q,σ(Rn) ≤ C

(
1 + t−

s−es
2

)
‖u‖Ms

q,σ(Rn)

(iii) σ ≤ ν ならば ‖et∆u‖Ms
q,σ(Rn) ≤ C

(
1 + t−

n
2
( 1

σ
− 1

ν
)
)
‖u‖Ms

r,ν(Rn)

(iv) [Toft [6]] 1/q = 1/q1 + 1/q2, 1/σ = 1/σ1 + 1/σ2 − 1 ならば
‖uv‖M0

q,σ(Rn) ≤ C‖u‖M0
q1,σ1

(Rn)‖v‖M0
q2,σ2

(Rn).
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Abstract

The two-constants theory is the one now accepted for isotropic, linear elasticity. The
original Navier-Stokes equations [ NS equations ] or Navier equations were introduced in
deducing the two-constants theory. From the view of NS equations, we would like to report
the deduction of tensor or equations by Navier, Poisson, Cauchy, Saint-Venant, and Stokes
and the concurrence between each other. Especially, we would like to take up a subject for
discussion on Saint-Venant, however his idea on tensor is, we think, an epock-making for
taking the concurrence among three pioneers of NS equations and contributing to Stokes’
tensor and equations, which strengthens the frame of NS equations.

1 主結果１（A genealogy of tensor）

Navier[3, 4] : teij = −ε(δijuk,k +ui,j +uj,i), tfij = (p− εuk,k)δij− ε(ui,j +uj,i)
↗ ‖ m ↘

(Euler) =⇒ · · · ‖ Poisson[5, 6]• =⇒ Saint-Venant[7]† =⇒ Stokes[8]‡
↘ ⇓ ⇓ ↗

Cauchy[1, 2] : te,fij = λvk,kδij + µ(vi,j + vj,i)
← molecular deduction→ ‖ ← non-molecular deduction→

← Navier-Poisson-Cauchy-pattern→ ‖ ←Poisson-Saint-Venant-Stokes
• Poisson : teij = −a2

3
(δijuk,k + ui,j + uj,i), tfij = −pδij + λvk,kδij + µ(vi,j + vj,i)

† Saint-Venant : tfij = (1
3
(Pxx+Pyy+Pzz)− 2ε

3
vk,k)δij+ε(vi,j+vj,i),

1
3
(Pxx+Pyy+Pzz) = −p

‡ Stokes : tfij = (−p− 2
3
µvk,k)δij + µ(vi,j + vj,i),

2 主結果２（Two constants）

Now, we would like to propose the uniformal methods to describe the kinetic equations such
as :

• The partial differential equations of the elastic solid or elastic fluid are expressed by using
one or the pair of C1 and C2 such that :

in the elastic solid : ∂2u
∂t2
− (C1T1 + C2T2) = f ,

In the elastic fluid : ∂u
∂t
− (C1T1 + C2T2) + · · · = f ,

where T1, T2, · · · are the tensors or terms consisting our equations. For example, in
modern notation of the incompressible Navier-Stokes equations, the kinetic equation with
the equation of continuity are conventionally described as follows :

∂u
∂t
− µ∆u + u · ∇u +∇p = f , div u = 0.

• Moreover, C1 and C2 are described as follows :{
C1 ≡ Lr1g1S1,

C2 ≡ Lr2g2S2,

{
S1 =

∫∫
g3 → C3,

S2 =
∫∫

g4 → C4,
⇒

{
C1 = C3Lr1g1 = 2π

15
Lr1g1,

C2 = C4Lr2g2 = 2π
3

Lr2g2.
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Table 1: The two contsnts in the kinetic equations
no name problem C1 C2 C3 C4 L r1 r2 g1 g2 remark

1
Navier
[3] elastic solid ε 2π

15

∫ ∞
0

dρ ρ4 fρ ρ : radius

2
Navier
fluid
[4]

motion of fluid ε 2π
15

∫ ∞
0

dρ ρ4 f(ρ) ρ : radius

E 2π
3

∫ ∞
0

dρ ρ2 F (ρ)

3
Poisson
[5] elastic solid k 2π

15

∑
1

α5 r5 d. 1
r fr

dr

K 2π
3

∑
1

α5 r3 fr

4
Poisson
[6] motion of fluid k 1

30

∑
1
ε3 r3 d. 1

r fr

dr C3 = 1
4π

2π
15 = 1

30

K 1
6

∑
1
ε3 r fr C4 = 1

4π
2π
3 = 1

6

5
Cauchy
[2]

system
of
particles

R 2π
15

∫ ∞
0

dr r3 f(r) f(r) ≡ ±[rf ′(r)− f(r)]

G 2π
3

∫ ∞
0

dr r3 f(r) f(r) 6= f(r)

11
Saint-Venant
[7] fluid ε ε

3

12
Stokes
[8] fluid µ µ

3

13
Stokes
[8] elastic solid A B A = 5B

• C1 and C2 are two coefficients, for example, k and K by Poisson, or ε and E by Navier,
or R and G by Cauchy, and which are expressed by the infinite operator L (

∑∞
0 or

∫ ∞
0

)
by personal principles or methods, where r1 and r2 are the functions related to the radius
of the active sphere of the molecules, rised to the power of n.

参考文献

[1] A.L.Cauchy, Sur les équations qui expriment les conditions de l’équilibre ou les lois du mou-
vment intérieur d’un corps solide, élastique ou non élastique, Exercises de Mathématique,
3(1828); Œuvres complètes D’Augustin Cauchy, (Ser. 2) 8(1890), 195-226.

[2] A.L.Cauchy, Sur l’équilibre et le mouvement d’un système de points matériels sollicités
par des forces d’attraction ou de répulsion mutuelle, Exercises de Mathématique, 3(1828);
Œuvres complètes D’Augustin Cauchy (Ser. 2) 8(1890), 227-252.

[3] C.L.M.H.Navier, Mémoire sur les lois de l’équilibre et du mouvement des corps solides
élastiques, Mémoires de l’Academie des Sience de l’Institute de France, 7(1827), 375-393.
(Lu : 14/mai/1821. ) → http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k32227, 375-393.

[4] C.L.M.H.Navier, Mémoire sur les lois du mouvement des fluides, Mémoires de l’Academie
des Sience de l’Institute de France, 6(1827), 389-440. ( Lu : 18/mar/1822. ) →
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k3221x, 389-440.

[5] S.D.Poisson, Mémoire sur l’Équilibre et le Mouvement des Corps élastiques, Mémoires
de l’Academie royale des Siences, 8(1829), 357-570, 623-27. ( Lu : 14/apr/1828. ) →
http://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k3223j

[6] S.D.Poisson, Mémoire sur les équations générales de l’équiblibre et du mouvement des corps

solides élastiques et des fluides, J. École Polytech., 13(1831), 1-174. ( Lu : 12/oct/1829. )

[7] J.C.Saint-Venant, Note à joindre au Mémoire sur la dynamique des fluides. (Extrait.),
Académie des Sciences, Comptes-rendus hebdomadaires des séances, 17(1843), 1240-1243. (
Lu : 14/apr/1834. )

[8] G.G.Stokes, On the theories of the internal friction of fluids in motion, and of the equilib-
rium and motion of elastic solids, 1849, ( read 1845 ).
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仮似変分不等式論による癌浸潤モデルの局所可解性について

加納 理成 (かのう りせい)

近畿大学工学部 教育推進センター 非常勤講師

E-mail: kano@hiro.kindai.ac.jp

0 < T < +∞, Ω ⊂ RN (N = 1, 2, 3)を滑らかな境界 Γ := ∂Ωをもつ有界領域とする. 本講
演では [1]で提唱された癌浸潤モデルを記述する以下の方程式の時間局所可解性について考察
する.

(P)



∂n

∂t
= ∇ · {K1(·)∇n − λ(·)n∇f} + µn(1 − n − f) in Q(T ) := Ω × (0, T ),

∂f

∂t
= −δmf in Q(T ),

∂m

∂t
= K2(·)△m + C1n − C2m in Q(T ),

0 ≤ n + f ≤ 1, m ≥ 0, f ≥ 0, n ≥ 0 in Q(T ),

n = 0, in Σ(T ) := Γ × (0, T ),

∂m

∂n
= 0 in Σ(T ),

n(0) = n0, f(0) = f0, m(0) = m0 in Ω.

ここで, Ki(·) (i = 1, 2), λ(·)は (0, T )上の与えられた関数, µ, δ, C1, C2は正の定数とする. nは
境界上の外向き法線ベクトルとし, n0,m0, f0は与えられた初期条件とする. [1]では, nは細胞
数密度, mはタンパク質分解酵素密度, f は細胞外基質密度をそれぞれ表している.

仮似変分不等式の理論を用いたアプローチについて

以下に定義される作用素を用いることで,問題 (P)は仮似変分不等式 (QVI)として記述するこ
とができる. 任意の n ∈ L2(0, T ; L2(Ω))に対して, 作用素 S : L2(0, T ; L2(Ω)) → L2(0, T ; L2(Ω))
を以下の関係を満たすものとして定義する.

Sn = m ⇐⇒


∂m

∂t
= K2(t)△m + C1n − C2m a.e. in Q(T ),

∂m

∂n
= 0 a.e. in Σ(T ),

m(0) = m0 a.e. in Ω.

また, 作用素T : L2(0, T ; L2(Ω)) → W 1,2(0, T ; L2(Ω))を

[Tm](x, t) := f0(x) exp

(
−δ

∫ t

0

m(x, s)ds

)
for ∀(x, t) ∈ Q(T ),

と定義する. このとき, Λn := (T ◦ S)(n) とおくと, 問題 (P)は以下の放物型仮似変分不等式

1



(QVI)として記述される.

(QVI)



0 ≤ n ≤ 1 − Λn a.e. in Q(T ),

∫ T

0

∫
Ω

(
∂n

∂t
− µn(1 − n − [Λn])

)
(n − v)dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

(
λ(t)

{
n∇[Λn]

}
+ K1(t)∇n) · ∇(n − v)dxdt ≤ 0,

for ∀v ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) with 0 ≤ v ≤ 1 − Λn a.e. in Q(T ),

n(0) = n0 in Ω.

主結果
Definition 1. 以下の (S1)-(S4)を満たす {n,m, f}を (P)の解とする.

(S1) n ∈ W 1,2(0, T ; L2(Ω)) ∩ L∞(0, T ; H1
0 (Ω))

(S2) 0 ≤ n ≤ 1 − f a.e. in Q(T ),∫ T

0

∫
Ω

(
∂n

∂t
− µn(1 − n − f)

)
(n − v)dxdt

+

∫ T

0

∫
Ω

(
λ(t)

{
n∇f

}
+ K1(t)∇n

)
· ∇(n − v)dxdt ≤ 0,

for ∀v ∈ L2(0, T ; H1
0 (Ω)) with 0 ≤ v ≤ 1 − f a.e. in Q(T ),

(S3) n(0) = n0 a.e. in Ω,

(S4) m = Sn, f = Λn, in L2(Ω).

Theorem 1.
以下の (A1), (A2)を仮定する.

(A1) 0 < K0 ≤ Ki(t), (i = 1, 2)となる定数K0が存在する,

(A2) n0 ∈ H1(Ω), 0 ≤ n < 1, m0 ∈ H1(Ω), 0 ≤ m < 1,
f0 ∈ H2(Ω), 0 ≤ f < 1.

このとき, (P)の解 {n,m, f}が [0, T ′] (0 < T ′ ≤ T )上で少なくとも一つ存在する.

参考文献

[1] Mark A.J. Chaplain and Alexander R.A. Anderson, Mathematical Modelling of Tissue
Invasion, Cancer Modelling and Simulation, Chapter 10, A CRC Press UK 23 Blades Court
Deodar Road London SW15 2NU UK.

[2] Risei Kano, Applications of abstract parabolic quasi-variational inequalities to obstacle
problems, Banach Center Publication, Volume 86, (2009), pp 163-174.

[3] Risei Kano, Nobuyuki Kenmochi, Yusuke Murase, Nonlinear evolution equations gener-
ated by subdifferentials with nonlocal constraints, Banach Center Publication, Volume 86,
(2009), pp 175-194.
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cone領域における反応拡散方程式系の時間大域解の存在・非存在について

五十嵐 威文 (いがらし たけふみ)

日本大学理工学部 一般教育教室 数学系列

E-mail: igarashit@penta.ge.cst.nihon-u.ac.jp

1 導入

D =
{
x ∈ RN ; x ̸= 0 and x/|x| ∈ Ω

}
とする。但し，Ωを SN−1上のある領域で，∂Ωが十分滑

らかであるとする。この領域DをRN における cone領域という。
次の反応拡散方程式系の初期境界値問題を考える；

ut = ∆u + K1(x, t)vp1 , x ∈ D, t > 0,
vt = ∆v + K2(x, t)up2 , x ∈ D, t > 0,
u(x, t) = v(x, t) = 0, x ∈ ∂D, t > 0,
u(x, 0) = u0(x) ≥ 0, v(x, 0) = v0(x) ≥ 0, x ∈ D,

(1)

但し，p1, p2 ≥ 1，p1p2 > 1とする。初期データ u0(x)及び v0(x)は D̄において有界かつ連続で，
∂D上で u0(x) = v0(x) = 0とする。関数Ki(x, t) (i = 1, 2) はD × (0,∞)において非負で連続
とする。

∆ΩをΩ上のラプラス‐ベルトラミ作用素とするとき，{ωn}∞n=1を斉次のディリクレ境界条
件下での∆Ωに対する固有値とし，{ψn(θ)}∞n=1 (但しθ = x/|x|) を {ωn}∞n=1に対応する正規直交
系の固有関数とする。γ+を２次方程式 γ(γ + N − 2) = ω1の正の根，すなわち

γ+ =
−(N − 2) +

√
(N − 2)2 + 4ω1

2

とする。

2 主結果

定理に対し，関数Ki(x, t) (i = 1, 2)に関して次の仮定をする；
あるCU , CL > 0に対して，

(A1) Ki(x, t) ≤ CU |x|σi(t + 1)qi

(A2) Ki(x, t) ≥ CL|x|σitqi

但し，σi, qi ≥ 0 (i = 1, 2)。
また，α1, α2 をそれぞれ

α1 =
(2 + σ1 + 2q1) + (2 + σ2 + 2q2)p1

p1p2 − 1
, α2 =

(2 + σ2 + 2q2) + (2 + σ1 + 2q1)p2

p1p2 − 1

とする。第 30回発展方程式若手セミナーでは以下の定理 0 を報告した。

定理 0 (時間大域解の非存在 [4]). Ki(x, t) (i = 1, 2)が (A2)を満たすとする。また，次の２つ
の条件のうち１つが成り立つとする;

(i) max{α1, α2} ≥ N + γ+

(ii) Ha =
{
ξ ∈ C(D̄); ξ(x) ≥ M⟨x⟩−aψ1 (x/|x|) for x ∈ D with some M > 0

}
であるとき，

u0 ∈ Ha1 with a1 < α1 または v0 ∈ Ha2 with a2 < α2

1



このとき，(1)の非自明な時間大域解が存在しない。

今回，新しく得られた結果は次の定理 1である。

定理 1 (時間大域解の存在). max{α1, α2} < N + γ+を満たし，Ki(x, t) (i = 1, 2)が (A1)を満
たすとする。また，

Ha =
{
ξ ∈ C(D̄); 0 ≤ ξ(x) ≤ m⟨x⟩−aψ1 (x/|x|) for x ∈ D with small m > 0

}
であるとき，

(u0, v0) ∈ Ha1 × Ha2 with a1 > α1, a2 > α2

とする。このとき，(1)の時間大域解が存在する。

注意 2. (1)は積分方程式
u(x, t) = S(t)u0(x) +

∫ t

0

S(t − s)K1(x, s)v(x, s)p1ds,

v(x, t) = S(t)v0(x) +

∫ t

0

S(t − s)K2(x, s)u(x, s)p2ds,

を満たす。但し，

S(t)ξ(x) =

∫
D

G(x, y, t)ξ(y)dy

で，G(x, y, t) = G(r, θ, ρ, ϕ, t) (r = |x|, ρ = |y|, θ = x/|x|, ϕ = y/|y| ∈ Ω)は，cone領域Dに
おける拡散方程式のグリーン関数で，具体的には，Levine-Meier [7]により，

G(r, θ, ρ, ϕ, t) =
1

2t
(rρ)−(N−2)/2 exp

(
−ρ2 + r2

4t

) ∞∑
n=1

Iνn

(rρ

2t

)
ψn(θ)ψn(ϕ) (2)

であることが知られている。ここで，Iνはベッセル関数，すなわち

Iν(z) =
(z

2

)ν
∞∑

k=0

(z/2)2k

k!Γ(ν + k + 1)

で，但し，νn = [(N − 2)2/4 + ωn]
1/2

, Γ(z) =

∫ ∞

0

sz−1e−sdsである。

参考文献
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[2] T. Hamada, On the existence and nonexistence of global solutions of semilinear parabolic
equations with slowly decaying initial data, Tsukuba J. Math. 21 (1997), 505-514.

[3] T. Igarashi and N. Umeda, Existence and nonexistence of global solutions in time for
a reaction-diffusion system with inhomogeneous terms, Funkcialaj Ekvacioj 51 (2008),
17–37.

[4] T. Igarashi and N. Umeda, Nonexistence of global solutions in time for reaction-diffusion
systems with inhomogeneous terms in cones, Tsukuba J. Math., Vol. 33, No. 1 (2009), to
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[5] H. A. Levine, A Fujita type global existence-global nonexistence theorem for a weakly
coupled system of reaction-diffusion equations, J. Appli. Math. Phys. (ZAMP) 42 (1991),
408-430.

[6] H. A. Levine and P. Meier, The value of critical exponent for reaction-diffusion equation
in cones, Arch. Ratl. Mech. Anal. 109 (1990), 73-80.

[7] H. A. Levine and P. Meier, A blowup result for the critical exponent in cones, Israel J.
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STRICHARTZ ESTIMATES FOR WAVE
EQUATIONS WITH A POTENTIAL IN AN

EXTERIOR DOMAIN

松山 登喜夫 東海大・理
村井 宗二郎 東海大・総合理工・院

次のポテンシャルを持つ波動方程式の外部問題を考える:

(P)

 ∂2
t u − ∆u + c(x)u = F (t, x), (t, x) ∈ R × Ω,

u(0, x) = f0(x), ∂tu(0, x) = f1(x), x ∈ Ω,
u(t, x) = 0, (t, x) ∈ R × ∂Ω,

ここで Ω は Rn \ Ω が原点に関して星型な Rn の外部領域であるとする. 次
の仮定を置く.

Assumption A. c(x) ∈ C∞
0 (Ω) はΩ で非負である.

本講演では (P) の解に対する Strichartz 評価について得られた結果を報告
する. 外部領域における波動方程式の Strichartz 評価に関しては, Smith and
Sogge [9] (see also [1, 6]) により c(x) = 0, n = 3 の場合の結果が得られて
いる. その手法は時間に関する局所 Strichartz 評価, 局所エネルギー減衰, 更
に全空間における Strichartz 評価を用いたものである. 問題 (P) で時間局所
Strichartz 評価を導出するにあたり−∆ + c(x) のレゾルベントの挙動を調べ
ることが重要になる. 高周波領域での挙動は Mochizuki [7, 8], Wilcox [10] に
よって極限吸収の原理, またそれを用いることによりレゾルベントの微分可
能性が Isozaki [2], Kerler [5] によって得られている. 低周波領域に関しては
Iwashita [3], Iwashita and Shibata [4] の手法を用いることにより, レゾルベ
ントの漸近展開を得ることが出来た.

結果を述べるにあたり次の記号を導入する : 指数 p, q, r, σ が admissible で
あるとは n ≥ 3, q, r̄ > 2 で

2 ≤ p, σ̄ <
2(n − 1)

n − 3
,

1

q
=

n − 1

2

(
1

2
− 1

p

)
,

1

r̄
=

n − 1

2

(
1

2
− 1

σ̄

)
,

1

q
+

n

p
=

1

r
+

n

σ
− 2,

を満たすときに言う. ここで 1/r + 1/r̄ = 1, 1/σ + 1/σ̄ = 1 とする. L2(Ω)
での自己共役作用素 H = (−∆ + c(x))1/2 に対して χ(H) をそのシンボル
χ(ξ) ∈ C∞

0 (R3) が |ξ| ≤ R で 1, |ξ| ≥ R+1, R > 0 で 0 となる作用素とする.

次の結果が得られた.



定理. n = 3, R3 \ Ω は原点に関して星型であるとし. Assumption A を仮定
する. 指数 p, q, r, σ は admissible とする. このとき (P) の解 u は以下の評価
式を満たす:

∥χ(H)u∥Lq(R;Lp(Ω)) ≤ C

( ∑
k=0,1

∥fk∥Ḣ(mp/2)−k(Ω) + ∥F∥Lr(R;Lσ(Ω))

)
,

∥∥[1 − χ(H)]H−δp/2u
∥∥

Lq(R;Lp(Ω))

≤ C

( ∑
k=0,1

∥fk∥Ḣ(mp/2)−k(Ω) + ∥F∥Lr(R;Ẇ δp/2,σ(Ω))

)
,

ここで δp = Mp − mp, mp = 4
(

1
2
− 1

p

)
, Mp = 2σ0

(
1
2
− 1

p

)
, σ0 > 6.
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双安定反応拡散系における 2次元スパイラルパターン

石本 登志男 (いしもと としお)

九州大学大学院 数理学府 数理学専攻

E-mail: t-ishimoto@math.kyushu-u.ac.jp

1 序論

　 1970年代初頭に，ラセン状に回転する化学反応パターンが酸化・還元反応において観測されたとき，
それは大きな驚きをもって迎えられた．このようなほぼ一定の形状で回転する動的なラセンパターンは，
一般にスパイラルと呼ばれる．この特徴的な化学反応はBZ反応と呼ばれ，神経や心筋の細胞組織など，
他の生物系で見られる自発的な動的パターンと定性的に似ている特徴を多く持っている ([1])．
本講演では，次のような反応拡散方程式系を考える：

U t = D∆U + F (U), t > 0, x = (x, y) ∈ R2. (1)

ここで，U = U(t, x) ∈ RN は N 個の成分の状態（例えば，物質の濃度または温度など）を表して
いる．Dはその対角成分が全て正定数であるような N × N 型の対角行列である．F : RN → RN は
双安定の非線形性を持つ十分に滑らかな関数であると仮定する；すなわち，F は 2つの零点 S± ∈ RN

を持ち，U ≡ S±が (1)に対する空間的に一様な安定定常解であるとする．このとき，全体空間を 2つ
の状態（の集まり）S±とその 2つの間を繋ぐ部分に分けるような (1)の解が存在する．その最も簡単な
例は，図 1のような平面進行フロント波解 ϕ(x− ct)である．(ϕ, c)の組は次の方程式を満たすものとし
て与えられる：

Dϕξξ + cϕξ + F (ϕ) = 0, ξ ∈ R. (2)

S+と S−の間にある「繋ぎ目」のことは内部遷移層と呼ばれる．この内部遷移層の幅を無視できる
ほど小さくするために，(1)において拡散係数を次のように小さくしたものを考える：

U t = ε2D∆U + F (U), t > 0, x = (x, y) ∈ R2. (3)

ここで，0 < ε ¿ 1であり，Dと F は εに依存しないものとする．
図 2は反応拡散方程式 (3)においてスパイラルが発生する過程の一例を表している．遷移層の上半分

と下半分において移動する向きを反対にすると，その向きが変わる地点のまわり（coreと呼ばれる）で
遷移層はラセンを描きながら回転していく様子を見ることができる．この渦を巻く遷移層は，次の 2つ
の性質を持っている：(i) スパイラルの中心部には，遷移層の移動方向が切り替わる点（spiral tipと呼
ぶことにする）が存在し，その点を境にして，遷移層は S−から S+に遷移する部分（フロント部分）と
S+から S−に遷移する部分（バック部分）の 2つに分けることができる．(ii) 遷移層のまわりで法方向
の断面は 1次元進行フロント波解 ϕに近い形状をしていると見なすことができる．
本講演の目的は，反応拡散方程式 (3)からスパイラルのダイナミクスを理論的に解析することであ

る．ここでは特に遷移層に注目する．上記の性質 (i)により，core部分では遷移層がフロント部分とバッ
ク部分に分かれ，その間に法速度が 0となる spiral tipが存在する．性質 (ii)より，その移り変わりまで
考えるようにするには，(3)が互いに逆方向に進む 2つの 1次元進行フロント波解を持ち，さらにその間
にある状態も捉えることができるような問題設定をする必要がある．
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図 1：平面進行フロント波解の概念図．(a) 水平方向から見た図．(b)x 軸方向の断面．(c) 上から見た図．
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図 2：スパイラルが発生する様子．S+ と S− の間を繋ぐ遷移層は 2 つに分けられる：フロント部分 (S− → S+：黒の実線部分) と

　　　バック部分 (S+ → S−：灰色の実線部分)．また，フロント部分とバック部分を繋ぐ点（法速度が 0）の周辺は core（右上の図の

　　　網掛け部分）と呼ばれる．

2 問題設定と主結果

U t = DUxx + F (U ; k) = L1(U ; k), t > 0, x ∈ R. (4)

(4)は分岐パラメータ kに依らない定常フロント解 S(x)を持ち，kcを進行フロント波解のPitchfork
分岐点とする．すなわち，k > kc であれば S(x)が安定であり，k < kc のとき，S(x)が不安定化し，
互いに逆方向に進む 2つの安定な進行フロント波解 ϕ±(x − c±t)が存在すると仮定する．ここで，k =
kc − η (0 < η ¿ 1)とおくと，U(t, x) = Ξ(r(t); η)(x − `(t))で (4)の解となるようなものが存在し，
`(t), r(t)は次の常微分方程式を満たす ([2])：{

˙̀ = r + O(|r|3 + η3/2),
ṙ = (M1r

2 − M2η)r + O(|r|4 + η2).
(5)

ここで，M1, M2は共に正定数である．(5)より，rが十分小のとき，˙̀ ∼ rである．よって，Ξ(r(t); η)(x−
`(t))は 2つの進行波解 ϕ±(x− c±t)の間の状態を表していることがわかる．これを空間 2次元の問題に
適用する：

U t = ε2D∆U + F (U ; kc − η), t > 0, x = (x, y) ∈ R2. (6)

遷移層のまわりで新しい座標をとる：x = Γ(t, σ) + λν(t, σ)．ここで，Γは界面（U のある成分の等
高線）を表し，νは単位法線ベクトルを表す．σ = Σ(t, x), λ = Λ(t,x) はそれぞれ弧長パラメータ，界
面からの符号付き距離を表す．

(6)の解Uは遷移層のまわりで (4)の解Ξで近似されるとする：U(t, x) = Ξ(r(t, σ); η)(µ)+εW (t, σ, λ)．
ここで，µ = λ/εである．これらを (4)に代入し，摂動理論を用いると，次の界面方程式を得る：{

V = εr + ε2γ1κ + O(ε3 + |r|3 + η3/2),
Dtr = (M1r

2 − M2η)r + εγ2κ + ε2γ3rσσ + O(ε2 + |r|4 + η2).
(7)

V = V (t, σ)は界面の法線方向の速度であり，Dtr = rt + Σtrσである．(7)は (5)とよく似た形をしてい
るが，2次元問題となったことで曲率 κ(t, σ)の影響を表す項が現れたことを注意しておく．(7)を解析
することにより，core部分のより詳しい解析が可能になることが期待される．
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