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0 平 面三角法

三角関数を学習済みの方は,こ の節を読飛ばして ください。三角関数 とは,直 角三角形の斜辺 と他の二

辺の比のことです。三角形 AB Cに おいて,∠ムσB力 S直角で,θ =∠ ■BCと します (図1) .この とき

Sin θ=十九σ/μ引,COS θ=lβσ/1ムβl と定めます。ここで|ムβ は辺ABの 長さを表します。90°より大き

な角 θに対 しては次のようにして定めます 図 2の 様な (r,υ) 平ヽ面上の半径 1の 円周 (単位円)を考えます。原

点 (0,0)を 0, ま た ス =(1,0),P=(密 ,υ)と おきます。そして ∠九OPを 反時計回 りにはかった角度を θとお

きます.こ の ときsin θ=υ )cos θ=Eと 定めます。三角形は一辺 とその両端の角度, もしくは二辺 とその間の

角度を決めると,三 角形の形が一意に決 まりますが,次 の正弦定理や余弦定理は残 りの辺の長さを与えて くれ

ます.

図 1 直 角 三角形

定理 1(正 弦定理).

の とき次が成立する。

1.正 弦定理

2.余 弦定理

三角形 九ββの各辺の長さをa)あ,c

図 2 -般 の角度に対する三角関数

とし,対応する角度をα,β,7とする(図3参照).こ

a 2 = b 2 +ご
2 _ 2 bで

c o s  a

O.1 弧 度法

円の一月を360°と定めて角度を測る方法を度数法と呼びます。一方

で半径 1の円周の中心角θ(度教法)の扇形の孤の長さを用いて角度を表

す方法を弧度法と呼びます。単位はラジアンです。従って θラジアン

= 3 6 0θ/27r度となります.特 にπラジアン=180°,T/3ラジアン=60°

です.
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図 3 三 角形 九Bσ
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1 球 画幾何学

11 球 画三角法

皆 さんは中学校や高校で平面上の図形の幾何学を学んだ事があると思います。 しか し世の中には平 らな幾何

学だけではな く,曲 がった空間の幾何学があ ります。そのなかでも古 くから知られてるものが,球 面上の図形の

幾何学です,今 回はこの球面の幾何学を覗いてみましょう。

球面 と平面の交わ りは必ず円になります,こ の とき,交 わ りの円の大きさが最大になるのは,平 面が球面の中

心を通 るときです こ の とき交わりの円を大円 と呼びます。大円上の二点で定まる二つの孤の うち,長 さの短い

方を劣孤 と呼びます。 この大円が,平 面上の幾何学における直線の役割を果たします。なぜか といいます と,球

面上の二つの点を結ぶ曲線のうち,長 さを最小にするものが劣孤だからです.こ のことは実際に球面上に紅をは

わせて引っ張ってみる事により確認できます.さ て,図 4に あるような点 θ を中心 とする半径 1の 球面を考え

ます。 この球面上に三つの大円を描 き,交 点をそれぞれ点 九,ど,Cと 名付けます.球 面三角形 ABCと は劣孤

湾B,Bご ,G九 で囲まれた図形のうち面積の小 さいものの事です。内角 ∠ユ40と は孤 ム』 を含む平面 と弧 ″4σ

を含む平面のなす角度の事です。また,半 径を 1と しているので,孤 βご の長 さは ∠脚 σ に一致 します。た

だ し角度は弧度法で表す事にします。この球面三角形 スBCに 対 して次の球面三角法が成 り立ちます。

定理 2.三 辺の長さが a,b

l.正 弦定理

図 4 球 面三角形

c,対応する内角がa,β)γの球面三角形に対して次の公式がなり立つ.

2.余 弦定理

sin a   sin b   sin c

sin o   sin β   sin γ

cos a=cos b cOs c tt sin bsin c cos α

問題 1 余弦定理を証明してください,ヒ ント:点 スにおいて弧 力Bと 接する直線とOBを 延長 した直線の

交点を Dと します.点 ど も同様に定めます。そこで三角形 ODど に平面三角形の余弦定理を適用する事によ

り,cos aを求めてください。
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問題 2 正 弦定理を証明 して ください,正 弦定理は余弦定理か ら計算によって導けますが,図 の中に隠された

ある量を調べる事により,直 接証明する事 もできます.是 非この幾何学的な証明にも挑戦 してみて ください,

問題 3 こ の球面三角法を用いると,地 球上の二点間の距離をそれぞれの緯度 と経度から計算できます。表 1

を元 に,様 々な都市間の距離を計算 してみて ください。ただ し地球は半径 6,357 kmの球であると仮定 します.

また,半 径 Rの 球面上の,三 辺の長 さが a、b,cである球面三角形に対する正弦定理は以下の通 りです

cos=生  =costtCOSi:十 SIn;:Sln;― COS trL

都市 緯度 経度

仙台

東京

パリ

ロンドン

ニューヨーク

シ ドニー

38N

36N

48N

51N

40 N

34S

1 4 0 E

1 3 9 E

2 E

O Vヽ

74ヽV

1 0 4 E

表 1 各 椰「けの綿度経度

表 2 cosθ  O<θ <90° の値
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2 平 面の幾何学との関係

2.1 局所的な性質

私たちは地球の表面に住んでいるのですか ら,地 上に三角形をおけば,そ れは球面三角形にな ります。 ところ

が実際には,例 えば学校の校庭に三角形を描けば,そ れは平面三角形 と思えるで しよう。 これは地球の半径が十

分に大 きいので,私 たちの活動する範囲は 「ほとんど平面である」 とみなせるからです,こ の事を確認 してみま

しょう。

問題 4 半 径 1の 球面上の,3辺 の長 さが a,b,cである球面三角形を考えます a)b,cが 十分に小 さいとき,

球面三角形 ABCに 対 し,平 面三角法の正弦定理や余弦定理 (定理 1)が近似的に成立する事を, 三 角関数の

テーラー展開を用いて示 して ください た だ し三角関数のテーラー展開は以下の通 りです.

dn何 ="十 (3次以上の項)

cos r=1-lr2+(3次 以上の項)

2.2 大 域 的 な性質

二次元に広がった空間の事を曲面と呼びます 平 面は平らな曲面であり,球 面は 「正の方向」に曲がつた閉じ

た曲面です.前 節でみた通り,球 面も局所的には平面と見なす事ができたのですが,大 域的にはこの曲がり具合

の違いが現れてきます。

平面三角形の内角の和は常にTに なりますが,球 面三角形では内角の和が打より大きくなります。この事実

は,曲 面の曲が り方を表す 「曲率」という概念を導入する事により,曲 率と曲面の大域的な性質を結びつける

「ガウスボンネの定理」によって統一的に理解する事ができます.こ こではガウスボンネの定理の特別な場合を

証明する事によって,球 面三角形の内角の和が Tよ り大きい事を確認してみましよう。

定理 3(球 面幾何学におけるガウスーボンネの定理)。半径 1の球面上の球面三角形 ムβCの 内角をQ,,,γと

するとき,そ の面積は

α tt β tt γ-7r

で与えられる

問題 5 ガ ウスーボンネの定理 (定理 3)を証明してください.


