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1  (解答例)o≠0であるから,a″4+bが十C22+b″十α=0が 成り立つとき,″≠0であること

に注意 して下さい。まず,与 えられた方程式の両辺を ″2で 割ると

a″2+b″ 十C tt b″1+a切 2=0

を得るので,こ れを整理 して

(1)           a(″
2+″ 2)十b(″十α l)十 c=0

と書きます。ここで、X=″ 十″
~1と

お くと,X2=(切 十″ 1)2=露2+″ ~2.2な
ので,上 式

(1)は

acY2_2)十 bズ十C=0

と書け,従 って

(2)                aメ
2+bX-2α

 tt c=0

を得ます。これは χ に関する 2次 方程式ですから,2次 方程式の解の公式を用いて

ω   斉 =    均 土拘2+挽2_統c
2a

とな ります。ここで,2+何 1=Xで したから,この両辺を 打倍 して得 られる式 ″2-ズ を+1=0

に,2次 方程式の解の公式を適用すると

x t t  v′メ2 _ 4
Z=一

2

を得ます。まとめると

ヤ2よ  )化 4
Z=

2

(但し,ご1=1ま たは -1,ε2=1ま たは -1)が 求める解の公式にな ります (この式をどう見や

す く整理するかは皆さんにお任せ します).

(コ メ ン ト)一 般 に a句″
"十

α. 1″
れ- 1 +…

十 a l″ 十 o O = 0 ( a n≠ 0 )の 形 で 表 さ れ る 式 を 角 次

の代数方程式といい,こ の解を係数 an,o,1… Ⅲ al,oOの情報から導く式を,そ の方程式の解の

公式といいます.特 に,係 数の四則演算とべき根のみを使って導かれる解の公式を,代 数的解の

公式などといいます.1次 方程式 αl″+00=0に 対して

a0

密

al



は代数的解の公式ですし,2次 方程式 a2″2+al″ 十aO‐ 0に 対して

一al土v′a 1 2 _ 4 a 2 o 0
を 二 ―一 ――

2a2

は代数的解の公式です`一 般の 3次 ,4次 方程式の代数的解の公式も,そ れぞれ 16世紀頃には

知られてました (自信のある皆さんは,自 力で挑戦してみて下さい).今 回の問題は,係 数が特別

な形の 4次 方程式の解の公式を求める。 と いうものでした。この場合は,上 で解説したように,
一般の 4次 方程式の解の公式よりはるかに易しく解を求めることができます。一方で,5次 以上

の一般の方程式には,代 数的解の公式が存在しません。このことが証明されたのは,19世 紀に

入ってからで,ア ーベル,ガ ロアといった数学者の革命的なアイデアによるものでした,大 学の

数学科では,お よそ 3年 生のカリキュラムを終えるころには,こ れらの事実の厳密な証明を理解

出来るようになります.

なお,問 題に出てきた特殊な係数の多項式,一 般には

a.″'十 a.1″・ 1+…
十al″十aO,a,=a._(づ =0,1,… )免)

と表せる多項式を,パ リンドロミック多項式とよびます。「パリンドロミック (palilldromic)」と

いうのは,「前後どちらから読んでも同じになる,回 文的な」というような意味で,係 数が回文

のようになっているからこうよばれているようです。パリンドロミック多項式は,最 先端の数学

の中でも随所に現れ,大 変重要な役害Jを果たしています。将来,大 学の数学科で数学を学びたい

と考えている皆さんは,是 非,パ リンドロミック多項式がどのような場而で出てくるのか,楽 し

みにしていて下さい。

(解答例)下 の図 1の ように結び目を動かしていけばよいです (4つ日の結び日は, 3つ 日の結

び目の左が上になるように描き直したものです)

図 1

(コメント)問 題プリントの図 2に ある結び目は,8の 字結び目とよばれています。ここで描か



れた 2づあ結び目の図は,お 互いに鏡に映したような形になっていることに気付いた人は多いと

思います。もう少しだけ正確に言うと, これら 2つ の結び目は,図 の上下,奥 行きは変えずに,

左右だけを逆にすることで,移 り合います。このとき,図 の右に描かれた結び目は,左 に描かれ

た結び目の鏡映であるといいます 逆 に,左 に描かれた結び目は,右 に描かれた結び目の鏡映で

す.こ の問題は,8の 字結び目と,そ の鏡映は同じ結び目であるということを確認するというも

のでした。さて,そ れでは,8の 字結び目以外のどんな結び目でも,や はりその鏡映と同じ結び

目になるでしようか。実は,そ うではありません.下 の図 2に 描かれた 2つ の結び目を見て下

さい。これらはそれぞれ左手型 3葉 結び目,右 手型 3葉 結び目とよばれています。これら2つ

図 2 左 手型 3葉 結び目 (左)と 右

の結び目はお互いに鏡映の関係にありますが,同 じ結び目ではないことが知られています。すな

わち,空 間の中で組を切らないで一方を他方の形に動かすことはできません。同じ結び目である

ことをいう為には,今 回の問題のように実際に組の動かし方を説明して見せればよいのですが,

同じ結び目ではないということを数学的に証明することは,決 して簡単ではありません.こ の為

には,例 えば位相不変量とよばれる数学的な道具を利用する必要があります。

最後に,鏡 映と同じ結び目になるかならないかという話は,ど こかで聞いた話と似ていると思っ

た人がいるかもしれません。皆さんは,化 学でキラルという言葉を聞いたことはありませんか?

分子がキラルというのは,そ の分子が鏡映と異なるときをいいます.キ ラルという概念は,分 子

だけでなく,結 び日などの空間内の図形に対してもそのまま適用できます.こ の言葉を使うと,

3葉 結び目はキラルであり,8の 字結び目はキラルでないということができます.与 えられた結

び目がキラルであるかどうかを判定することは大変難しい問題で,現 在も完全には未解決です.

(解答例 1)vク は無理数です。ぃつ)預 は有理数か無理数のいずれかです。もしぃ0)り が有理

数であるとすれば,v2の v窃乗が 「無理数の無理数乗で有理数であるもの」の例になります。も

しい0)の が無理数であるとすれば,(的α)り)"は (い0)″ )"=的 0)(¢預)=的 0)2=2

ですから,的 α)り の v匂乗が 「無理数の無理数乗で有理数であるもの」の例になります。従っ

て,「無理数の無理数乗で有理数であるもの」は存在します.

(コメント)有理数とは,分 子,分 母ともに整数である分数として表すことのできる数のことをい

い,有 理数でない実数を無理数とよびました.有 理数を小数展開すると,必 ず巡回する (途中か

らすべて 0に なる場合も含む)のに対し,無 理数を小数展開しても,巡 回しません。

さて, この問題は,私 自身が高校生のころに知った問題で,お そらく 「知っている人は知ってい

る」という類の問題です.皆 さんの多くは,お そらく無理数は有理数より 「複雑」な数だという

感覚をお持ちだと思いますので,「複雑」な数の 「複雑」な数乗が,有 理数のような 「単純」な数



になるような例は,一 見しただけでは想像しづらいのではないかと思います。上の解答例 1は

簡潔で鮮やかですが,結 局 『「無理数の無理数乗で有理数になるもの」は,ど れか』という問い

には答えていません,た だ,そ ういうものが存在する (しかも,こ の場合,2つ の候補のうちの

どちらかである)ということを証明したのです。「・・・であるものが存在する」ということを証

明する際,実 際に見つけてきてみせることができればそれでよいのですが,見 せることはなくて

も,存 在性を証明することは出来ます。そして,数 学ではしばしばそういう類の存在証明が大変

重要な役割を果たします.

そうとはいえ,やはり,解答例1に挙げた2つの候補のうち,どちらが 「無理数の無理数乗で

有理数になるもの」の例になっているのか,気になる人はいると思います 実は,ぃつ)V2は無

理数であることが知られています。従って,ぃ0)り のv匂乗が 「無理数の無理数乗で有理数で

あるものJの例になります.一般には,いう)のについてだけではなく,次の事実が知られてい

ます.

ゲルフォントーシュタイナーの定理

0で も 1で もない代数的数の代数的無理数乗は,超 越数である.

定理で使われている言葉の意味を説明します.代 数的数というのは,有 理数を係数に持つ代数方

程式の解となる複素数のことであり,代 数的でない複素数のことを超越数といいます.例 えば,

円周率 Tや 自然対数の底 cは 超越数であることが知られています。また,代 数的数である無理

数のことを代数的無理数とよびます.有 理数は,整 数を係数に持つ 1次 方程式の解になりますか

ら,代 数的数であることに注意して下さい。この対偶を述べると,超 越数は無理数です,上 の定

理は, ヒルベル トの第 7問 題とよばれる有名な問題への答えでした.

v場は,方程式野2_2=0の 一つの解ですから代数的数です.しかも,v匂 は無理数でしたか

ら,特に代数的無理数です.従って,ゲルフォントーシュタイナーの定理より,い0)預 は超越数

です,特に,い0)"は 無理数だということが分かります.

(解答例 2) aを 無理数 とします.任 意の正の数 bに 対 して,a b g o b = bが 成 り立ちますか

ら,l o g a  bが無理数であるような有理数 bが 存在することを証明すればよいです.さ て,2と

3は 共に有理数です こ こで,l o g a  2とl o g。3が 共に有理数であると仮定 します.こ の とき,

l o gα 2 =″ ↓1/物 1と 1 0 g a  3 =角 2 /句 2を 満 た す 控 数 ,れ1,句1 ,η2 2 , 'レ2 (但 し 砲 1,句 1 ,拘 2 ,η2は い ず

れも 0で ない)が 存在 します。すると aれ1/ml=2,b・ 2/m2=3が 成り立つので,こ れを整理

して a=2町 /・1=3砲 2/■2を 得ます.こ れを ″↓1句2乗 すると27721■2=3向 2■1と なりますが,

砲1,■1,7772,句2は いずれも 0で はなかったので,こ れは素因数分解の一意性に反します 従 っ

て,仮 定は成り立ちません。つまり,lo8a 2とloga 3のどちらかは無理数です。結局 aLg。2か

abg。3が 「無理数の無理数乗で有理数であるもの」の例になります.

上の解答例 2は ,解 答例 1よ り少し長いですが,問 題で求められていることよりも,よ り強い

事実を証明していることに気付いたでしょうか。すなわち,こ の解答は 「任意の無理数に対し

て,そ の無理数乗で有理数であるものが存在する」ということを言つています。さらに,解 答の

中の aと して v匂 を使うと,log預 2と lo8預3の どちらかは無理数ということになりますが,

103預2=2は 有理数なので,logり 3が 無理数であることがわかります.従 って,的 α)bg″
3

が 「無理数の無理数乗で有理数であるもの」の具体例です.


