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Goal	
  :	
  touch	
  count	


1.  Invariance	
  to	
  finger	
  shapes	
  
	
  →	
   Topology	
  (Euler	
  Calculus,	
  Ghrist	
  group)	
  

	
  
2.  Speed	
  up	
  
	
  →	
  	
  Paralleliza-on	
  with	
  neural	
  networks	




Topology	
  gives	
  invariants	
  under	
  morphing	
  	


•  β0	
  =	
  #connected	
  components	
  (in	
  a	
  binary	
  image)	
  
•  β1	
  =	
  #holes	
  
•  χ	
  =	
  β0	
  –	
  β1	
  

“トポロジー：柔らかい幾何学”	
  wriYen	
  by	
  瀬山士郎	
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Euler	
  Integral	
  for	
  mul-valued	
  image	


Generalized	
  integral:	
  
•  One	
  touch:	
  ∫(f1)dx	
  =	
  χ(	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  )	
  =	
  1	
  
　     cf.	
  	
  χbinary	
  image	
  :=	
  (#connected	
  components)	
  –	
  (#holes)	
  

•  More	
  touches:	
  the	
  integral	
  is	
  defined	
  by	
  a	
  sum	
  of	
  
indicator	
  func-ons	
  (binary	
  images):	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  ∫(∑fi)dx	
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  ∑(∫fidx)	
  	
  =	
  	
  Touch	
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Automa-on	
  with	
  level	
  sets	


そこで、２Ｄユークリッド空間という特別な場合に成り立つ次の公式を用いて、はじめて具
体的に計算可能とする：

χ(A) = β0(A) − β1(A) = β0(A) − (β0(R2 − A) − 1) (10)
ただし Aは h = 1である領域を表すとし、β1は穴の数を、β0は連結成分の数を表すとする。
ここではこの式を証明しないが、R2内の領域の穴の数を数えるには、補集合の連結成分を考
えれば良いという意味である。これを最初の式に用いると、重複を厭わず書き下せば、結局、

χ(h) =
∞∑

s=0

χ(h > s) =
∞∑

s=0

[β0(h > s) − β0(h ≤ s) + 1] (11)

となる。最終的には、具体的に計算できる β0すなわち「連結成分数」の計算となることに注
意。なお、Figure 1の例であれば、
[β0(h > 0)−β0(h ≤ 0)+1]+[β0(h > 1)−β0(h ≤ 1)+1]+0+0+. . . = [1−2+1]+[3−1+1] = 3

(12)
と正しく 3と計算できていることに注意。
ここまでで、タッチカウンターが「連結成分数 β0」の計算へと帰着することが示された。最
後の問題は、これを神経実装することであるが、我々はすでに、前節で「連結成分数 β0」カ
ウンターを実装しているため、その回路の組み合わせによってタッチカウンターは実現可能
である。
以下に具体的な神経実装を示す（中田氏担当）。（嘘でもいいので回路図があると嬉しいです。）

3 Simulation

本節においては、ある程度大きな規模の画像に対して、実装が上手くいくことを実証する。
タッチの数が１回の場合、２回の場合、３回の場合（上の例をメッシュで細かいセンサーネッ
トに切ったものに相当）に対して、上手く行くことを示す。

3.1 タッチ回数が 1回の場合
この場合は、おはじきカウンターが上手く作動することを確認できれば良いだけであるので、
既に確認済みである。

3.2 タッチ回数が 2回の場合
非自明なタッチのミニマムな例としては ”121”が考えられる（Figure4相当）。この例では、理
論的には以下のようにタッチ回数（２回）を計算できます。“レベルセット”の連結成分を計
算すると：

β0(h > 0) = β0(”111”) = 1
β0(h <= 0) = β0(”000”) = 0

β0(h > 1) = β0(”010”) = 1
β0(h <= 1) = β0(”101”) = 2

β0(h > 2) = β0(”000”) = 0
β0(h <= 2) = β0(”111”) = 1 (13)

以下 3以上は同様に０となり効かない。すると、
χ(h) = = [β0(h > 0) − β0(h ≤ 0) + 1] + [β0(h > 1) − β0(h ≤ 1) + 1] + 0 + 0 + . . .

= [1 − 0 + 1] + [1 − 2 + 1]
= 2 (14)

正しく、２回タッチしたことが計算できます。

3.3 タッチ回数が 3回の場合
理論の節で出した例で上手くいくことを確認。あえて、大規模な２次元画像でやってデモン
ストラーションしても良いかもしれない。
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Circuit	
  Simula-on	
  on	
  Matlab/Simulink	
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Upper-­‐level	
  module	
  that	
  calls	
  β0:	
 Inside	
  β0:	
  	
  	
  	
  (recurrent	
  neural	
  network)	


χ (h) = χ (h > 0)+ χ (h >1)+ 0+ 0+...
= [β0 (h > 0)−β1(h > 0)]+[β0 (h >1)−β1(h >1)]
= [β0 (h > 0)−β0 (h ≤ 0)+1]+[β0 (h >1)−β0 (h ≤1)+1]  (Alexander Duality)
= [1− 2+1]+[3−1+1]= 3



Algorithm	
  to	
  compute	
  β0(binary	
  image)	
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Figure 1: Example of problem setting in Euler calculus. The numbers represent the number of touch
sensed by neurons in each domain. The total number of ”touch” is three.

領域にあるニューロンが叩かれた回数である。この情報だけから全３回叩かれたことを推定
したい。これをオイラー解析を用いて実装する。
以下では、まず、要素技術として、センサーネットワークが検出した画像ピクセル中の連結成
分数をカウントする分散情報処理の回路を構成する。これを用いて、オイラー解析の数学に
基づいたロバストにタッチ数のカウントを行う回路を提案する。

2.1 Counting the number of connected components in a binary image

ここでは、画像中の連結成分の数（β0）を数える問題を考える。つまり、Figure 2のような計
算を行いたい。
まず、センサーネットワークを（例えば）正方格子状に並べて、センサー iへの入力を、本節
では、binaryの「画像ピクセル」と見なす（ui = 0 or 1）。ネットワークの行列表現を、ピク
セル iと j がどちらも 1の場合のみ 1とする：

Aij = uiuj (1)

ただし、対角成分は 0とする。入力 ui で活動中に素子間の結合を Hebb則で学習したと思っ
ても良い。さらに、ラプラシアン行列を∆ = D −Aとして定義する。ただしここで、Dは対
角行列で、Dii =センサー iの次数（iから伸びる枝の数）とする。あるいは同等な定義であ
るが、列和を使って、

Dii =
n∑

j=1

Aij (2)

とも書ける。すなわち、ラプラシアンDはランダム・ウォークをした時の遷移行列とみなせる。
すると、画像中の連結成分の数を数える問題は、以下で見るように、ラプラシアン行列の０
固有値を求める問題に帰着する（要引用文献）：

∆v = 0 (3)
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Example	
  with	
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 

 

Figure 2: Counter of connected components. The number 1 and 0 represent the occupied and unoc-
cupied domains, respectively. The ideal counter should count the number of connected components
occupied irrespective of their shapes.

すなわち、解のベクトル空間の自由度が、求めたい連結成分の数となる。なぜならば、１つの
連結成分に対して、定数関数が対応するからである。例えば、

∆ex =

⎛

⎜⎝

−1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 1 −1

⎞

⎟⎠ (4)

とすると、２つの独立したブロックがあることに注意すると、固有値は (0, 0,−2,−2)となり、
その 0固有ベクトルは、

vex =

⎛

⎜⎝

a
a
b
b

⎞

⎟⎠ (5)

と書ける。ただし、0固有空間は２次元あるために、aと bは任意である。すなわち、この例
においては、aと bの 2種類のレベルがあることから、ネットワークが 2つの連結成分から成
ることがわかるのである。
ここでの目的は、以上のアルゴリズムを、分散処理として実装することである。ここで、Δは
非常にローカルな結合しか含まないことに注意して、ランダムなベクトル v0からスタートす
ることで、

(I + α∆)nv0 (6)
と反復処理を行う。αを十分小さく取れば、反復処理により、求めたい固有空間以外の空間は
潰れて消える。例えば、上の例∆exにおいては、(I + α∆ex)の固有値は (1, 1, 1− 2α, 1− 2α)
となり、(I + α∆ex)n の固有値は (1, 1, (1 − 2α)n, (1 − 2α)n)となる。
∆を１回掛け算することは、隣接するニューロンどうしの相互作用のみで書けることから、こ
の反復アルゴリズムは、明らかにローカルなニューロンで実装可能である。サーキットの例
を図で示す（中田氏担当）。
・レベルセットをどう取り出す？並列回路で実現可能か？
・第 2成分以降も、Oja則で PCAの第 2成分を求める時みたいにできるのでは？
以上の連結成分数カウンターを要素技術として、次節でオイラー解析に基づくタッチ回数の
計測器を実装する。
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  slide)	




Parallelized	
  Implementa-on	
  for	
  β0	
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Figure 2: Counter of connected components. The number 1 and 0 represent the occupied and unoc-
cupied domains, respectively. The ideal counter should count the number of connected components
occupied irrespective of their shapes.

すなわち、解のベクトル空間の自由度が、求めたい連結成分の数となる。なぜならば、１つの
連結成分に対して、定数関数が対応するからである。例えば、

∆ex =

⎛

⎜⎝

−1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 1 −1

⎞

⎟⎠ (4)

とすると、２つの独立したブロックがあることに注意すると、固有値は (0, 0,−2,−2)となり、
その 0固有ベクトルは、
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と書ける。ただし、0固有空間は２次元あるために、aと bは任意である。すなわち、この例
においては、aと bの 2種類のレベルがあることから、ネットワークが 2つの連結成分から成
ることがわかるのである。
ここでの目的は、以上のアルゴリズムを、分散処理として実装することである。ここで、Δは
非常にローカルな結合しか含まないことに注意して、ランダムなベクトル v0からスタートす
ることで、

(I + α∆)nv0 (6)
と反復処理を行う。αを十分小さく取れば、反復処理により、求めたい固有空間以外の空間は
潰れて消える。例えば、上の例∆exにおいては、(I + α∆ex)の固有値は (1, 1, 1− 2α, 1− 2α)
となり、(I + α∆ex)n の固有値は (1, 1, (1 − 2α)n, (1 − 2α)n)となる。
∆を１回掛け算することは、隣接するニューロンどうしの相互作用のみで書けることから、こ
の反復アルゴリズムは、明らかにローカルなニューロンで実装可能である。サーキットの例
を図で示す（中田氏担当）。
・レベルセットをどう取り出す？並列回路で実現可能か？
・第 2成分以降も、Oja則で PCAの第 2成分を求める時みたいにできるのでは？
以上の連結成分数カウンターを要素技術として、次節でオイラー解析に基づくタッチ回数の
計測器を実装する。
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Figure 2: Counter of connected components. The number 1 and 0 represent the occupied and unoc-
cupied domains, respectively. The ideal counter should count the number of connected components
occupied irrespective of their shapes.

すなわち、解のベクトル空間の自由度が、求めたい連結成分の数となる。なぜならば、１つの
連結成分に対して、定数関数が対応するからである。例えば、

∆ex =

⎛

⎜⎝

−1 1 0 0
1 −1 0 0
0 0 −1 1
0 0 1 −1

⎞

⎟⎠ (4)

とすると、２つの独立したブロックがあることに注意すると、固有値は (0, 0,−2,−2)となり、
その 0固有ベクトルは、

vex =

⎛

⎜⎝

a
a
b
b

⎞

⎟⎠ (5)

と書ける。ただし、0固有空間は２次元あるために、aと bは任意である。すなわち、この例
においては、aと bの 2種類のレベルがあることから、ネットワークが 2つの連結成分から成
ることがわかるのである。
ここでの目的は、以上のアルゴリズムを、分散処理として実装することである。ここで、Δは
非常にローカルな結合しか含まないことに注意して、ランダムなベクトル v0からスタートす
ることで、

(I + α∆)nv0 (6)
と反復処理を行う。αを十分小さく取れば、反復処理により、求めたい固有空間以外の空間は
潰れて消える。例えば、上の例∆exにおいては、(I + α∆ex)の固有値は (1, 1, 1− 2α, 1− 2α)
となり、(I + α∆ex)n の固有値は (1, 1, (1 − 2α)n, (1 − 2α)n)となる。
∆を１回掛け算することは、隣接するニューロンどうしの相互作用のみで書けることから、こ
の反復アルゴリズムは、明らかにローカルなニューロンで実装可能である。サーキットの例
を図で示す（中田氏担当）。
・レベルセットをどう取り出す？並列回路で実現可能か？
・第 2成分以降も、Oja則で PCAの第 2成分を求める時みたいにできるのでは？
以上の連結成分数カウンターを要素技術として、次節でオイラー解析に基づくタッチ回数の
計測器を実装する。
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Parallelized!	

Neurons	
  interact	
  and	
  average	
  their	
  states.	
  	




A	
  larger	
  example	
  (10	
  x	
  10)	
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Level	
  set:	
  h=2	




Summary	


•  We	
  propose	
  a	
  parallelized	
  algorithm	
  of	
  shape-­‐
invariant	
  touch	
  counter.	
  
– We	
  use	
  Euler	
  Calculus,	
  a	
  topological	
  method,	
  to	
  
realize	
  shape	
  and	
  posi-on	
  invariance.	
  

– To	
  accelerate,	
  we	
  parallelized	
  the	
  recursive	
  
computa-on	
  of	
  connected	
  component	
  counters,	
  
which	
  are	
  elemental	
  sub-­‐modules.	




Discussion	


•  Useful	
  when	
  no	
  -me	
  resolu-on	
  
•  The	
  matrix	
  is	
  sparse:	
  O(4N)	
  
•  Itera-ve	
  computa-on	
  applicable	
  to	
  general	
  βi	

•  Integral	
  is	
  unique	
  as	
  it	
  sa-sfies	
  addi-vity	
  axiom	
  
of	
  measure:	
  

•  Larger	
  problems	
  and	
  parameter	
  tunings	
  for	
  the	
  
future	
  works.	
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Figure 4: Example problem of touch counter. The total touch count is two.

For the case of Figure 1, you can decompose the original image into the sum of three indicator
functions which take 1 on simultaneously touched domains to get the correct answer (=3 times) in
theory. In this way, this integral rule results in the touch count in general.

However, the computation shown above is theoretical. In reality, you do not necessarily know how
to decompose the integrand. Therefore in practice another way of decomposition is used. That is,
we decompose the integrand by levels into binary functions:

χ(h) =
∞∑

s=0

χ(h > s), (10)

where h > s represents the indicator function that takes 1 in the domain with h > s and 0 elsewhere,
for brevity of notation. Thus the integral reduces to the Euler characteristics for the domains whose
shapes are represented by binary functions. For the case of Figure 1, the integral can be computed
by assuming Figure 3 as

χ(h) = χ(h > 0) + χ(h > 1) + . . . = 0 + 3 + 0 = 3. (11)

In this way, you can compute the total touch number even if you do not know the set of simultane-
ously touched pixels [9, 10, 11].

However, the computation of Euler characteristics for binary functions as in Figure 3 remains to be
solved. It seems difficult to numerically compute the number of holes without error. Therefore we
use the following formula for two dimensional space to compute the Euler characteristics concretely
[9, 10, 11]:

χ(A) = β0(A) − β1(A) = β0(A) − (β0(R2 \ A) − 1) (12)
where A represents the domain whose pixel values are 1. β1 is the number of holes and β0 is the
number of connected components. Here we do not prove the formula, but the formula means that
the number of holes of A in R2 can be counted by counting the number of connected components
in the complement domain [9, 10, 11]. The Euler characteristic χ computed through β0 as above
can be numerically more robust than that by the direct computation, say, with the Euler’s formula
[9, 10, 11].

By combining Eqs. 10 and 12, finally we have

χ(h) =
∞∑

s=0

χ(h > s) =
∞∑

s=0

[β0(h > s) − β0(h ≤ s) + 1] (13)

Note that the entire computation reduced to the number of connected components β0, which we
know how to compute concretely and in a fully parallelized manner. For the case of Figure 1,

[β0(h > 0)−β0(h ≤ 0)+1]+[β0(h > 1)−β0(h ≤ 1)+1]+0+0+. . . = [1−2+1]+[3−1+1] = 3.
(14)

Notice that the Euler integral is unique because it satisfies an axiom of a measure [9, 10, 11],

χ(A ∪ B) = χ(A) + χ(B) − χ(A ∩ B), (15)
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