
平成 31 年度東北大学大学院理学研究科数学専攻入学試験問題

I数学 ー 選択問題 I

平成 30 年 8 月 22 日 (13 時 30 分から 15 時 30 分まで）

注意事項

1)開始の合図があるまで問題冊子を開けないこと．

2) 問題は 8 題ある. 3 題を選択して解答すること．

3) 各問題ごとに 1 枚の解答用紙を用いること．

4)解答用紙の左肩上部の口に選択した問題番号を記入し，受験番号を（ ）内に

記入すること．また，氏名は書かないこと．

5)問題冊子は，このページを含め全7ページである．

記号
Z: 整数全体のなす集合

IQ: 有理数全体のなす集合

股：実数全体のなす集合

IC : 複素数全体のなす集合
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DJ G を 4 次対称群，G の 2 つの巡回置換 (1, 2, 3, 4), (2, 4) をそれぞれ u,r と表し，!J,
T で生成される G の部分群を H とする．このとき，以下の問いに答えよ．

(1) 部分群 H が非可換であることを示せ．

(2) 商集合 G/H の元それぞれに対して，その代表元を一つずつ求めよ．

(3) K = {g E G I 任意の xEG に対して (gx)H = xH} とするとき， Kは G の正規
部分群であることを示せ．

(4) 剰余群 G/Kは 3 次対称群と同型であることを示せ．

図体K上の2変数多項式漿をR= k[x,y] とする.Rの元

n n 

1= I:I:1ijがが (n EN, f;J Ek)
i=O j=O 

に対して f の位数 ord(f) を

ord(f) = {□ {i+j I /i;-/-O} U-1- o のとき），

(J = 0のとき），

で定義する．以下の問いに答えよ．

(1) R のイデアル (x汽 xy,炉）は部分集合

{! E R I ord(f) ;::,: 2} 

と一致することを示せ．

(2) イデアル (x2,xy) は素イデアルかどうか判定せよ．

(3) 2つのイデアル (x叫 xy), (x) n (x汽 xy, 炉）は一致するかどうか判定せよ．
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図ュー クリッド平面配の部分集合Z2
= {(a,b) E配[ a,b E Z}を，ベクトルの和に

よって定まる可換群と考える．写像Z2 X配→ズを

((a, b), (1ら y)) e→ (a,b)• (x,y) = (x+a,y+b)

で定め，この写像によりz2 の配への作用を定める．また，実数 a,r > 0に対して，

配から3次元ユ ークリッド空間配への写像 <Pa,r を次で定める．

<I>a,r(x,y) = ((a+rcos(21ry))cos(21rx), (a+rcos(21ry))sin(21rぉ）， rsin(21ry)).

以下の問いに答えよ．

(1) JR.2 上の関係～を次で定義する．すなわち (x,y),(x',y') E配に対して（ぉ， y) ~ 

(x',y') となるのは，（ぉ',y') = (a,b) ・ (x,y) となる (a,b) E Z2 が存在するときとす

る．このとき～は配の同値関係となることを示せ．

以後，同値関係～による配の商集合をT=配／～とし，1r:配→Tを自然な射影と

する．またTの位相を商位相で定める．

(2) T には，Tが局所微分同相となる微分可能多様体の構造が定まることを示せ．

ただし，7r : 配→Tが局所微分同相であるとは，配の任意の点pに対して，p

の近傍Uc配と 1r(p) ETの近傍VcTで，TのUへの制限がUからVへ

の微分同相写像となるものが存在するときをいう．

(3) 実数 a,r > 0 に対し，微分可能写像伽，r: T → 配で，伽，r(tr(x,y)) = <I>.,r(x,y)

が任意の (x,y) E !R.2 に対して成り立つものが存在することを示せ．

(4) 設問 (3) の写像如，r: T →配がはめ込みとなる正の実数の組 (a,r) の範囲を，

ar 平面に図示せよ．
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田 n次元ユー クリッド空間町の k+l 個の点ao,a1,... ,akは，文t; = 0 を満たす k+l
i=O 

k 
個の実数to,ti , ... , 荻で〉如=0を満たすものはt;=O(i=O, ... ,k)以外に存在し

i=O 
ないとき，一般の位置にあるといわれる．このときK単体[ao, a1 , ... , ak]を

[a0, a1, ... , 保］＝｛言屈E町立= 1, t; 2".: 0 (i = 0, 1, ... , k)} 

と定める. k 単体[a。,a1, ... ,ak]の m 辺単体とは，集合{a。,a1, ... ,aけ の m+l 個の

点からなる部分集合が定めるm単体のことである．
n?: 3 とし，町内に n+2 個の 点a, b, a1, ... , an で，a,a1, ... , anとb,a1,... , an がそ

れぞれ一般の位個にあるも の が与えられているとし，n単体CJ,Tをぴ= [a, a1, ... , an], 
T = [b, a1 , ... , an]で定める．ただしびnT = [a1, .. ,,an]と仮定する．以下の 問いに答
えよ．

(1) Tの (n-1) 辺単体全体の和集合をYn-1とする． この ときYn-1 の整係数ホモロ
ジ 一群を求めよ．

(2) (J の (n-2) 辺単体全体の和集合をXn-2とする．このときXn-2の整係数ホモロ
ジ 一群を求めよ．

(3) Yn-1, Xn-2を設問 (1), (2) の通りとする． この ときXn-2UYn-l の整係数ホモロ
ジ一群を求めよ．
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図罠上の関数列Un}芯1 を

n
fn(x) = 1r(n2呼+1) (x E股， n=l,2, ...)

で定義する,mは戦上のルベーグ測度として，以下の問いに答えよ．

(1) 各 n = 1,2, ... に対して

J
oo

年） dm(x)-oo 
の値を求めよ．ただし，非負の関数に関しては，股上で広義リ ー マン積分可能な

らばルベーグ稲分可能であり，双方の意味での積分の値は一致するという事実は

使用してよい．

(2) 股上の有界な実数値ルベーグ可測関数 g(x) が x=O で連続であるとする．この

とき
Jim j

""

年）g(x) dm(x) = g(O) 
n→OO -oo 

を証明せよ．

(3) 恥上の有界な実数値ルベー グ可測関数 g(x) の x=O での左極限 Jim g(x) と
x<O,x→O 

右極限 Jim g(x) がそれぞれ存在すると仮定する．
エ>0, 工→0

a= lim g(x), b = lim g(x) 
x<O,x→ 0 x>O,x→O

とおくとき，
00 

二loo臣）g(の） dm(x)

の値を a, bを用いて表せ．

5
 

kn69855154
長方形



団 Hを実ヒルベルト空間とし，（•，•〉をその内積， 11·11= ✓右すをノルムとする．空で
ない集合AcHに対して

A.1 = {x EH 1-任意のa EAに対して〈x,a〉=0}

とする．以下の問いに答えよ．

(1) Ac (A.1).1を示せ．

(2)がはHの閉部分空間であることを示迫

(3) Aが閉部分空間であることとA= (A.1汁が成り立つこととが，同値であること
を示せ．

(4) AcHに対して，A'cHを

A'= {x EH lw也閉 an = XとなるAの点列｛％｝盆！が存在する｝

で定義する．このときA.1= (A').1が成り立つことを示せ．ただし，w-lim an = x 
n→OO 

とは％がn→ 00のときにxに弱収束することとする．
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団正の実数 t に 対して△(t) = {z E IC I lzl < t} とおく．また， C の部分集合A,B に対
して，A \B =AnB0 とおく．さて，0 < r < R < +ooとし，f(z) を△ (R)上の有理
型関数で，点aE△ (r) で 1 位の零点，点bE△(r) で 1 位の極，点a, b以外の△ (R)

の点 z で正則かつ f(z) # 0 であるとする. n=△ (R)\ 囚F了= {z E IC Ir< lzl < R}

とするとき，以下の問いに答えよ．
f' · f'(z) 

(1) n 上の正則関数了に対して， L
il同

-dz = 0 が成り立つことを示せ． ここに C

は0内の任意の区分的に滑らかな単純閉曲線である．

(2) 
f' f'(z) はQ上で原始関数Fを持つことを示せ．つまりF'(z)= 

J(z) 
を満たすQ上

の正則関数Fが存在することを示せ．

(3) Fは設問 (2) と同じものとする . n 上でeF(z)
= a。J(z) が成り立つことを示せ．

ここでC。は0でない定数である．

(4) r < p < Rとなるpを任意にとる． このときIC\ {b}上の coo 級関数Pで，

(a) 任意のZE△(r)\{b} に対して cp(z) = J(z),

(b)任意の z E IC\△ (r) に対して cp(z) # 0,

(c) 任意の z E IC\△ (p) に対して cp(z) = 1,

となるものが存在することを示せ．

  図 Aを任意の集合として，その部分集合全体を P(A)で表す．そして，P(A)の空でない 
部分集合Bで，集合ブール演算で閉じているものを考える．すなわち，任意のX,YEB
について，

Xe E B, X n Y E B, X UY E B 

とする．ただし，炉＝｛盃EAIX rt X}である． このとき，以下の問いに答えよ．

(1) B が有限集合であれば，その濃度は 2 のベキ乗zn であることを示せ．

(2) Aが無限集合であるとき，P(A)は非可算集合であることを示せ．

(3) A が無限集合であるとき，可算無限集合となる B が存在することを示せ．
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