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長谷川浩司（東北大学理学研究科数学専攻）1

2010.12.3, 於 ·宮城第一高等学校
前半
・自己紹介をかねて：パンフレット「理学部物語」「東北数学誌」から

・使える数学：google 検索の原理

・付録：行列入門

後半
・数学の歴史から

・使われる数学：恒等式の話

・背伸び：アーベルとヤコビの定理など(＋おまけ：タンパク質の話)

1静岡県立島田高校出身，1981 年名古屋大学入学，仙台に来て21年. 専門は数理物理学
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長谷川浩司

自己紹介(1) 東北大理学部パンフ「理学部物語」見開き

　　数学は「宇宙の額縁」: 数学の言葉で(=枠内で)自然の法則は語られる
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長谷川浩司

自己紹介(2) 数学科パンフ「東北数学誌」見開き

　　　　　6000年以上のアイデアのキャッチボールが数学を作ってきた
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長谷川浩司

自己紹介(3)本「線型代数」と雑誌「数学セミナー」

行列の数学の教科書 google の原理を紹介した号
↑「線型代数」第一部は高校生でも読めるつもり．量子力学入門もついてお得．
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長谷川浩司

前半:「使える数学」最近(20世紀末～)現れた応用

— 携帯電話（←まあまあ高級な数論）

多くの人が使っても混信しないよう電波を「直交する符号化」で共有
（Code Division Multiple Access = CDMA)

人の数に応じて，ガロアが考えた有限体というものを取り替えて使う

— GPS, Global Positioning System（←相対性理論）

４機以上の衛星から発信される電波のずれから現在地を割り出す

しかし衛星に載せた時計は時刻がずれてゆく（相対論的効果！）
これを補正しないと，地上では誤差が出て使えない

— google 検索（←連立1次方程式＝線型代数.
[
線型＝1次式

代数＝文字の計算

]
）

以下で説明するように原理は簡単，結果は強力
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長谷川浩司

google 検索(いまさらですが...)

→

単語を入力すると関連ページが順番つきで出力される
「ラリーペイジとサーゲイブリンがその使命を達成する最初のステップとしてスタ

ンフォード大学の寮の部屋で始めた」(http://www.google.com/intl/ja/corporate/)
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長谷川浩司

どう順番をつけるか？＝何を「良い」と考えるか？

人がすべてに順番をつけるのは不可能(世界には数億サイトある!)

=⇒機械的に順位をつけられるか？

○google の創業者のアイデア：

(i)良いサイトからリンクされたサイトは良いサイト

(ii)ただし，乱発されたリンクは価値が低い

…「良さ」が満たすべき性質（＝良さの公理）を列挙した．

remark : 公理に基づいて議論する＝数学では公理化とよばれる

古代ギリシャでは幾何学を公理化した

「点とは,大きさのない位置である」「直線とは,幅のない長さである」
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長谷川浩司

例：グーグルの特許書より

3つのサイト(ホームページ) X,Y, Z からなるネットワーク

互いに次のようにリンクされているとする：

X � Z

↘ ↗
Y

X → Y ＝「X が Y をリンクしている」

現実のサイト数は莫大だが，まずは簡単な場合を考えている

WANT: (i)良いサイトからリンクされたサイトは良いサイト

(ii)乱発されたリンクは価値が低い そのように良さを数値化したい
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長谷川浩司

連立方程式へ翻訳

x, y, z ：X,Y, Z の「良さをあらわす数値」があるとする　

X � Z

↘ ↗
Y

⇒ x, y, z は次を満たすべき:
x = z X は Z の良さをもらう · · · (1)
y = 1

2x Y は X の良さの半分をもらう · · · (2)
z = 1

2x+ y Z は X の良さの半分と Y の良さをもらう · · · (3)

∵(3): ZはXとY から良さをもらう(i). Xの良さは半分だけもらう．
XはY とZ の二つをリンクしてるから，良さは半分ずつになる(ii)．
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長谷川浩司

連立方程式を解くと...


x = z · · · (1)
y = 1

2x · · · (2)
z = 1

2x+ y · · · (3)

よく見ると， (3)
(1)⇐⇒ x = x

2 + y ⇐⇒ (2)

だから，x を決めると y はその半分，z は x そのもので良い．

∴ x = x, y = x
2, z = x が解．(x は決まらない)

x+y+z = 1として求めた解を，ページランクという(google商標！）．

今の場合は，x = 0.4, y = 0.2, z = 0.4.
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長谷川浩司

ページランク

x = 0.4 X � Z z = 0.4

↘ ↗
Y

y = 0.2

(今の場合 X と Z は同じ点数)

「単語を入力⇒ その語をふくむページをこの点数順に表示」が
google の特許 (米特許第6,285,999号. 形式上はスタンフォード大に帰属)

問：いつも点数がつけられるか？
⇔ ネットワークが複雑なときも，連立方程式が解をもつか？
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長谷川浩司

考えなおしてみる

X � Z

↘ ↗
Y

矢印を，「ネットを閲覧する人の動き」と見る

たとえば「X を見ていた人は，次のクリックでリンク先の Y か Z

に半々の確率で移動する」など

• 某日某時n分に，それぞれを見ている人が xn, yn, zn 人いたとする

⇒ n+ 1分には，


xn+1 = zn

yn+1 =
1
2xn

zn+1 =
1
2xn + yn

数列の問題になった
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長谷川浩司

n → ∞ では．．．

「人の移動」の代わりに「熱の移動」と考える
⇒ 経験上，熱は時間がたてば一定の値に収束する

n → ∞ でそれぞれ収束し，xn → x∞, yn → y∞, zn → z∞ だとする

=⇒


xn+1 = zn

yn+1 =
1
2xn

zn+1 =
1
2xn + yn

n→∞−→


x∞ = z∞

y∞ = 1
2x∞

z∞ = 1
2x∞ + y∞

極限はページランクの方程式の解

定理 •ページランク方程式には解がある
• ネットワークが「二つ以上に分離できない」なら，「総和=1」を満
たす解は一つ（ペロン-フロベニウスの定理：19世紀）
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長谷川浩司

分離できる場合

A � C

↘ ↗
B

(←相互にリンクがない→)

X � Z

↘ ↗
Y

(a : b : c) = (x : y : z) = (1 : 1
2 : 1) だが，a : x を決める方法がない

=⇒ A,B,C と X,Y,Z のどちらが大事か？がきまらない

○インターネットでは「見えているページ」はすべてつながっている
と考えられる=⇒ ∴ページランクは一通りにきまる.

注　軍事用ネットワークなどは分離されている例 [のはず]

仲間うちだけで閉じた多数の「やらせリンク」で点数をあげようとし
ても，google では自動的に排除している
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長谷川浩司

前半「使える数学」のまとめ

○google の原理は連立１次方程式

○「良さ」のみたすべき性質（公理）を列挙し，それを式で表した

人が対象に抱く好感度を数値化する試みは18世紀にはすでにあった
（ベルヌイのくじの理論）

○考え方は，移動をともなう他の現象でも同じ

熱の移動，おカネの移動，薬の代謝(どの臓器に集中するか？)...など

現実に使える数学として紹介した．

付録：行列(3年でやる)を使うと簡明に表せる：次のページ

google をはじめ，建物の耐震設計その他，いろんな現象に行列は使
われる．
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長谷川浩司

付録：行列入門

ベクトル＝数を１列に並べたもの
正方行列＝数を正方形に並べたもの

行列とベクトルをつかって方程式を書き直すと
xn+1 = 0 + 0 + zn

yn+1 =
1
2xn + 0 + 0

zn+1 =
1
2xn + yn + 0

⇐⇒

xn+1

yn+1

zn+1

=

0 0 1
1
2 0 0
1
2 1 0


xn

yn
zn

 (∗)

である（そのように行列とベクトルの積は定める！）

v⃗n =

xn

yn
zn

 とし，右辺の3次行列を A とする：A =

0 0 1
1
2 0 0
1
2 1 0


=⇒ (*)を v⃗n+1 = Av⃗n と簡単に書ける (“ベクトルの等比数列”)
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長谷川浩司

付録つづき：行列の効用

v⃗n+1 = Av⃗n

A2 = AA,A3 = AAA, · · · とすれば

v⃗n = Av⃗n−1 = A2v⃗n−2 = · · · = Anv⃗0.

∴v⃗n の極限を求める⇐⇒ A2, A3, · · · , An, · · · の極限を求める

ページランクは，An (n:十分大)を計算することで近似できる．

今の場合にA2, A4, A8, A16 を計算すると

1
2

1 2 0

0 0 1

1 0 1

 , 14

1 2 2

1 0 1

2 2 1

 , 1
16

7 6 6

3 4 3

6 6 7

 , 1
256

103 102 102

51 52 51

102 102 103


だんだんどの列も100 : 50 : 100 = 2 : 1 : 2 に近付いてゆく
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長谷川浩司

背伸び：固有値と固有ベクトル

一般に, 正方行列 A に対し，A 倍で方向が変わらないベクトルを
A の固有ベクトルという．

つまり，Av⃗ = kv⃗ をみたす v⃗ ̸= 0⃗ のこと．k を固有値という.

例「ページランク・ベクトル」v⃗∞=

x∞
y∞
z∞

は，Av⃗∞=1 · v⃗∞ を満たす

=⇒ 「v⃗∞ は A の固有値 1 の固有ベクトルである」

○一般の A に対し, 固有ベクトルがすべてわかると，An の一般項を
計算できる（大学１年の話題だが頑張れば高校生でもわかる．興味が
あれば，拙著「線型代数」第一部参照）

以上が前半．後半はまったく別の話をする．(恒等式の話)
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長谷川浩司

後半「使われる数学」:まず，数学の歴史から

　　　古代から数学はあった．19世紀になるとだいぶ現代的になってくる
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長谷川浩司

行列は20世紀に量子力学とともに定着した

　　　...とはいえ高校数学はほぼフランス革命のころ形作られた内容
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長谷川浩司

最新の話はできませんが．．．

　　　　数学として面白く，古くから現在まで研究されているのが恒等式
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長谷川浩司

オイラー(左)，アーベル(右上)，ヤコビ

1707-83(スイス) 1802-29(ノルウェー) 1804-51(ドイツ)
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長谷川浩司

恒等式とは

ac+ ad+ bc+ bd = (a+ b)(c+ d) など，常に成り立つ式のこと

この場合，和＝積の形

和の式を積の形にできると，いつ０になるかが分かる．

例 • x2 − a2 = (x+ a)(x− a)

• ax2 + bx+ c = a(x+
b

2a
)2 − b2 − 4ac

4a

=a

(
x+

b

2a
+

√
b2 − 4ac

2a

)(
x+

b

2a
−

√
b2 − 4ac

2a

)
⇒ 2次方程式の解

• 1− x3 = (1− x)(1 + x+ x2)
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長谷川浩司

無限個の和＝無限個の積　の恒等式・その１

• x2 − 1 = (x− 1)(x+ 1) の別証明

「左辺は x = 1,−1 で 0 になる2 次式で，x2 の係数が 1 だから」

• オイラー(1707-1783)は sinx の因数分解を考えた

「sinx は x = 0,±nπ (n は自然数)で 0 になり，原点で傾き１」

⇒ sinx =定数× x(x− π)(x+ π)(x− 2π)(x+ 2π) · · ·?

•そのままでは収束しないので，各因子を π で割ってみる

x(1− x

π
)(1 +

x

π
)(1− x

2π
)(1 +

x

2π
) · · ·

n が大きくなると，(1 − x
nπ)(1 +

x
nπ) = 1 − x2

n2π2 は 1 に限りなく近
づき，最後は 1 ばっかり掛けるような掛け算になる．

24



長谷川浩司

その１・つづき
定理(オイラー)

sinx = x(1− x2

π2
)(1− x2

(2π)2
)(1− x2

(3π)2
) · · · (1)

x1 の係数は 1 だから，「原点で傾き１」を満たしている．

• ところで，sinx を x = 0 の近くで近似する式がある(高三)：

sinx = x− x3

6
+ (x5以上の項) (2)

⇒ (1)＝(2)のx3 の係数を比べると（解と係数の関係！）

1

6
=

1

π2
+

1

(2π)2
+

1

(3π)2
· · · ∴

1

12
+

1

22
+

1

32
· · · = π2

6
.

[ きちんとやると大学２～３年レベル．参考書：高木貞治「解析概論」など]
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長谷川浩司

その２．準備：組み合わせの数と２項定理

nCk =
n!

k!(n− k)!
=(n 個からk個を取り出す組み合わせの数)

(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2,

(a+ b)3 = (a+ b)(a+ b)(a+ b)

= a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3 = a3 + 3C2a
2b+ 3C1ab

2 + b3.

a2b の係数3＝3 個のa から 2 個選ぶ(aab, aba, baa)場合の数=3C2.

２項定理

(a+b)n = an+nan−1b+
n(n− 1)

2
an−2b2+ · · ·+nCka

kbn−k+ · · ·+bn

26



長谷川浩司

なぜかパラメータを入れてみる（伝統に従いq と書く)

• (1 + x)(1 + qx) = 1 + (1 + q)x+ qx2,

• (1 + x)(1 + qx)(1 + q2x) = {1 + (1 + q)x+ qx2}(1 + q2x)

= 1+ (1 + q + q2)x+ {q + (1 + q)q2}x2 + q3x3

= q(1 + q + q2)

• (1 + x)(1 + qx)(1 + q2x)(1 + q3x)

= {1 + (1 + q + q2)x+ (q + q2 + q3)x2 + q3x3}(1 + q3x)

= 1 + (1 + q + q2 + q3)x+ {(q + q2 + q3) + (1 + q + q2)q3}x2

+ {q3 + (q + q2 + q3)q3}x3 + q6x4

ここで(q + q2 + q3) + (1 + q + q2)q3 = (q + q3)(1 + q2 + q3) である
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長谷川浩司

1+q=[2], 1+q+q2=[3], 1+q+q2+q3=[4], · · · と書いてみる
本日のクライマックス ([n]

q=1
= n)

⇒ • (1 + x)(1 + qx) = 1 + (1 + q)x+ qx2 = 1 + [2]x+ qx2,

• (1+x)(1+qx)(1+q2x) = 1 + (1+q+q2)x+ q(1+q+q2)x2 + q3x3

= 1 + [3]x+ q[3]x2 + q3x3,

• (1 + x)(1 + qx)(1 + q2x)(1 + q3x)

= 1+(1+q+q2+q3)x+q(1+q2)(1+q+q2)x2+q3(1+q+q2+q3)x3+q6x4

= 1+[4]x+q
[4][3]

[2]
x2 + q3[4]x3+q6x4

(
∵1 + q2=

1+q+q2+q3

1 + q
=
[4]

[2]

)

n[C]k=
[n][n− 1] · · · [1]

[k][k−1] · · · 1× [n−k][n−k−1] · · · 1
と書くと, [4][3]

[2] = 4[C]2
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長谷川浩司

q-２項定理

n[C]k=
[n][n− 1] · · · [1]

[k][k−1] · · · [1]× [n−k][n−k−1] · · · [1]

(
q→1−→ n!

k!(n− k)!
=nCk

)
定理 (1 + x)(1 + qx) · · · (1 + qn−1x)

=1+[n]x+ q
[n][n− 1]

[2]
x2+ · · ·+q

k(k−1)
2 n[C]kx

k+ · · ·+q
n(n−1)

2 xn

∵わかってしまえば帰納法！n+1[C]k = qn−k+1
n[C]k−1+ n[C]k より．

・知っていることから，ちょっと踏み出してみると何が起こるか？を
やってみた．（数学的あそび心）

・うまくいった「あそび」の方向には大事なことが隠れていたりする．
（その積み重ねが研究）

・今の式の場合，アーベルやヤコビの研究が延長線上にある
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長谷川浩司

背伸び：ヤコビのテータ関数 Θ
|q| < 1 ならば，n → ∞ のときqn → 0，(1− qnx) → 1

⇒ (1− x)(1− qx)(1− q2x) · · · (1− qnx) · · · という積が考えられる

これが面白い関数になる．実際には，x−1 も仲間に入れて

Θ(x, q) =(1− x)(1− qx)(1− q2x) · · · (1− qnx) · · ·
× (1− qx−1)(1− q2x−1) · · · (1− qnx−1) · · ·

を考えるのが良い⇒ x = 1, q±1, q±2, q±3, · · · でゼロになる

3 重積公式(1824) Θ(x, q) =

∑∞
m=−∞ q

m2−m
2 (−x)m

(1− q)(1− q2)(1− q3) · · ·

∵ 1 + qkx=qkx(q−kx−1 + 1) に注意 : q-2項定理(n=2N)の左辺は
(q−1x−1 + 1) · · · (q−Nx−1 + 1)(1 + qN+1x) · · · (1 + q2Nx)

の形⇒ qNx をあらためて −x とし, N → ∞ とすれば良い．
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長谷川浩司

アーベルとヤコビの定理(19世紀前半)

楕円積分
∫

dx√
(1− x2)(1− k2x2)

はΘ 関数で表される

楕円の弧長を表すが，指数関数や対数関数，三角関数などで表せない

(楕円の縦横比 ↔ パラメータk ↔ パラメータ q)

この発見(を理解する努力)が19世紀の数学の多くを作った

高木貞治「近世数学史談」, 猪狩編「数学ってなんだろう」などを見ると面白い

仲間の式: ラマヌジャン,1884
∏∞

n=1 an = a1a2 · · · と書く(積の記号)

1 +

∞∑
n=1

qn
2

(1− q)(1− q2) · · · (1− qn)
=

∞∏
n=1

1

(1− q5n−4)(1− q5n−1)

⇒ 相転移現象と関係することがその後わかっている(1990 年代の研究)
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リーマン，ラマヌジャン

リーマン 1826-66 ラマヌジャン 1887-1920

(http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/BiogIndex.html より）
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後半「使われる数学」のまとめ
○恒等式は面白い

○同じものを２通りに表すことでわかることがある.
∑∞

n=1
1
n2 =

π2

6

○２項定理→その変形→ヤコビのテータ関数→楕円積分

じつはテータ関数などは超弦理論（の進化形）においても大事
まだまだ未知の恒等式があるのだろう．．．

小池正夫[九大],ボーチャーズ[フィールズ賞受賞者], · · · :1985ころ

J(q) = q−1{(1− q)(1− q2)(1− q3) · · · }24 − 744

= q−1 + 0 + 196884q + · · ·+ c(n)qn + · · · とする

=⇒ J(q)− J(p) = p−1
∏

m≥1,n≥−1

(1− pmqn)c(mn)

Q　使われる数学　という題の意味は？
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おわりに
○使われる数学＝人間が数学に使われて，大変な目にあう！

科学史家サートン「数学は人をもてあそぶ」2例:アルキメデス, ガロ
ア, アーベル, ヤコビ, ガウス, リーマン, 岡潔, ペレルマン...

使われる？→みんな便利に使わせてもらっている数学への「恩返し」
でもある（実利的に言えば，人類的な将来への投資）

○数学を通して，自然が人類に語りかける(+ 使える,役に立つ)

ある先生「最も深い数学は不気味.」やはりオイラーによる例：

1 + 2 + 3 + 4 + · · · = − 1

12

リーマンのゼータ関数. 真空のエネルギー, カシミール効果と関係

○数学も自然の声を聞く道のひとつ（好きこそものの上手なれ！）
2「科学史と新ヒューマニズム」岩波新書
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おまけ：最近聞いた，タンパク質を見分ける話

タンパク質は多数のアミノ酸がつながったもの　分子式では立体構造はわからない
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各部品の構造：���

これらがねじれたり，水素結合で

つながって立体構造を作る

(水素結合＝HとOがくっつく) 11万個以上のタンパク質で観察データあり

36



長谷川浩司

観察したデータの解析：タンパク質が作る面を考える

どこでねじれたり，くっついているか(水素結合)をX線回析で観察(Spring-8等)

⇒ 「グラフ」

実際のペプチドは板状

⇒ 面が描ける

「定理」できる面の穴の数＋境界の数＋水素結合の数でタンパク質
はほぼ完全に見分けられる：11万個以上で例外は1組！(いわば双子)
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この話の面白いところ
アミノ酸やタンパク質どうしは「カギとカギ穴」の関係で結合し，そ
れが体の機能や薬の効果のオオモト
しかしタンパク質がいつ結合できるか，立体構造は分子式(1次構造)
ではなかなかわからない(同じ1次構造でも環境で立体構造がかわる)
→「穴と境界の数」(数学的)と「水素結合の数」(環境を反映？)で双
子以外は名前がつく＝描く形が本質で，分子構造は二の次？

タンパク質どうしが数学で会話しているかのよう

文献“Fatgraph Models of Proteins” Penner, Knudsen, Wiuf, Andersen

http://arxiv.org/abs/0902.1025 (↑実は超弦理論の人)

ご静聴ありがとうございました
パンフレットは伊藤先生まで
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